
Optimal Decomposition of Polygonal Models
into Triangle Strips

�

Regina Estkowski
�

HRL Laboratories
3011 Malibu Canyon Road

Malibu, CA, 90265

regina@hrl.com

Joseph S. B. Mitchell
Applied Math & Statistics
University at Stony Brook
Stony Brook, NY, 11794

jsbm@ams.sunysb.edu

Xinyu Xiang
�

Bloomberg, Inc.
499 Park Avenue

New York, NY, 10022

xxiang@bloomberg.net

ABSTRACT�����	��

���������������
�
���������������
���������� ��"!
����#�$�#%���
&
�����%')(*�+����!
�
�
��&
�,�
#����"���� -��./���� 0�
!
�����"$1���2���
���� 3���4���
�����
���"$5���768�	#��9���
:
$����;����#����
��<=��.>�?��#��9���
$�!
�9���������@��.>�?�A�����B$����C���D��!"#�.������; 0���
���FE
G &
�H$��A���I���J���3.������������K�����H��&
�H��#%���
�L ������L�����M���"�N#����
�
��#����
$3��.
���O������$����C���P ����
���P�B�3�
������ 0�O���L���
$=�����>��#��F���"$�!
�F�Q�	�����@���B���N�
 0���"�� J!" R�B!" J�A��#S��.+6T��#�������#����
�%' <=�����Q&U��.I(V&"���Q&U&C���>���	�>�����
:
�
��������
B���F���L�	��#L���;�� 0�
�������������������	&"�W��#��"��#����
$>��.O��&
�W�D���%�X�A�����B���%E
Y1&
�����4��&
���X���
���� 0��Z����������0�
#����"���� [&C���I�O�����+�����
\]������!
#����0���?�A�
&C��#��D'^���	������ 0�
����_B���F�U�L�K�Q�	!"�?&D���?�A���������A���CE;Y5�+�
#��%
��0��&C���
��&
�`��#����L�	#����+�
������ 0�A�������	�����+�
#����
���� a���b'b���+.��Q�c�%'bd+eA:8���� 0�
�����	��E
Y5�2�������N�
#����A�����3�9(*�N �����&
���
�f.]��#H������
B���
$N��&
�3�
#L���
���� g���
���
���� 3�Q�����F��'A���"���C���L���@���1���5��������$���#>�"#���$�#%�� 0 0���
$,.]��#� ;!
�F��:
�������D'h���
�H�C�������N���M�;�"#%���
��&":����"�
:8�O��!"�
�N����&"�� ��H��&C����#����������
���=���K(*��#V�A��!
�
�
���
$�������&
�"��i�!
���V.]��#V�����V��j��������
����EkY5�>�A��#�.]��#� 
���l��_B�����
�L��
��@�L�c�=��.���_B�A��#��� ��������=���m�����L�f��&
�@��j0�c�����
�������=��.
��&
�����+ �����&
���
�=���
������ 0�0��.*��&"�c��#?
"��#��9���B���bE G &"�c�L�0 0����&
�B�"�
&C��
����A���c�5��������$�#%���������������=(4����&@��&
���"#%�������������P���������� on GJp"q
r nD���L� G #��F���
$���� p ��#���� q ���
��#%������#%s�'K���;��#��
��#D���S!"�	������Z��W���
���� 0��Z���:
�������@ �����&
���
�>���U�� U�����C��!"�
�
#����
���� 0�S���f�� 0�
#L�K
��;��&
�;i�!C�������F�
��.h��&
�S&"��!
#����L�����S�L����!
�������
�V���
�%�����"���f���0n G;p
q E�Y5�S!
�L�S��_B�A��#�:
�� ������%���������,���0\]!
�"$��>��&
�?i�!C�������F�f��.C��&
�>�� 0�
#��%
��� ��������%E

Categories and Subject Descriptorst�E�u�E�vmw xCy)z@{X|O}�~����
�C���f}T�O�B{C�%�"~������
�C~T�C�k}T�
��~�|O�O�9�U�S��$���:
#����	&" ��b�Ct�E���E��3w �0|Oz��C�C���������%�"�k�C~T�����F�,�k�� 0�
!"�K�Q�	�����C��� q ��:
�� 0����#��5���
�m�*�)\]�����;�����
�������
$
�b� ��������#��Q&N�D��#����F�������5�L!
�
�A��#������m�B�5��&
�f� p :8tF��#b�����> k���C�Q�	�����C���p �������
���Un"��!
�"�C���������C'W¡ �D¢�¢ ���A��#%������#������b'*d/� p �£�/ ���� � ��:������#��Q&C'kd0���������C��� p �������
���fn"��!
�"�C���������D'kd/��#���&
#����
: q #�!" � U���C'p ���"�
�F�/d0���������C��� ¢ ���
�b' p !
�m�0����#����L�B�L�	�� 0�%E� G &
���I(*��#�¤�(?���I�
���
�`(V&"�����4��&
����!
��&
��#I(?���>���I�	&"�4�/�
��
���#������F���� p �����B�� h#�����¤)E� G &
���I(*��#�¤�(?���I�
���
�`(V&"�����4��&
����!
��&
��#I(?���>���I�	&"�4�/�
��
���#������F���� p �����B�� h#�����¤)E

Permissionto make digital or hard copiesof all or part of this work for
personalor classroomuseis grantedwithout fee provided that copiesare
not madeor distributedfor pro£tor commercialadvantageandthatcopies
bearthisnoticeandthefull citationon the£rstpage.To copy otherwise,to
republish,to postonserversor to redistributeto lists,requiresprior speci£c
permissionand/ora fee.
SoCG’02, June5-7,2002,Barcelona,Spain.
Copyright 2002ACM 1-58113-504-1/02/0006...¥ 5.00.

General Terms�/��$���#����	&" ��b' ¦I_��O��#��� 0���B�%���������C' G &
����#��

Keywords��#��9���
$����H����#����
�%'h��#�������#����"�%'h#����
�
��#����
$A'hd0e^:T���� 0�
���������
�����b')�����	��:
$���#4�
#���$�#b�� � 0���
$A'B�
#b���
��&m���
�,�A��!
�"�

1. INTRODUCTIONG &"�H�
#����
���� §��.4���� 0�
!
�����"$2����!
�������
���J���
���B�"���
$U��.J����#���:
���
$�!"�F������������.?�;�A������$����C���X 0���
���S��#������������5$�#%���"&
�����=���"�5
���:
��!D������Z����������D'W(4&
��#��@���=���=�� 0�O��#L�K�����=�	�¨�A�©�Q�
���@���m��#%���"�� 0���
���
�N#����
�"��#� U�����L��
��H 0�B�"�c���,���J#�������:8���� 0�H.]#%�� 0�+#%�������bE5�k!
#L:
#������N��ª7$�#%���
&
�����=#L�c�"�
��#����
$¨&C��#L�
(?��#��@��.]�����M.��������N�3 0�� �:
��#��U�"!
���C���
�"(V���
��&��O�����������
����¤@������&
�+�
#������c�L����#�:8����:8$�#%���
&
�����
�
���A�������
��Ef«/�������
�������F�5��!
�������
$2���
�N 0���
���*���� ��
����¬
�����������m �����&
:
���
�H&"���������N#����"!
���3��&
�3�B!" J�A��#H��.>��#��F���"$������f��&C���H J!
�L�+�A�
��#%���
�L ����������C'A�
!"�>���?���f�������,�� 0�A��#��%�����>���= 0���
�� ���Z�����&
�0���� 0�
�
�����
���f���J��#%���
�L ����W­���#��F���"$������W��&C���?��#��/���J�A�/#����"�
��#����C'���E $AE�'
���5���� 0�
#����L�����
$U��&
�f$����� 0����#��������"�m�����O������$��������*���
.]��#� 3���������
���©�? ����
���9'"��#%���
�L ����������
$f��&
�;���� 0�
#������L���U�C���%��'D���
�U�"���c�� �:
�
#����L�����
$f���X��&
�`#����
�
��#����
$?�L�K��$��B'b&
���O��.]!"�����;!
�����
$f�W
���#��;�� U�����
���
:8��&"���,�����Q&
��E
�/�©���
�����`���"�c���
���
$N.]��#+��&
�3�� U�����������H�O���L�����
���������Q&
� r ��v�:


���#�����_N�B�Q��&
��s`���0�C�������¨���®68�	#�������#����
��<^��(4&
���¨
���#�����_m¯±°]²h³?���
��#%���
�L ����������C'����C�"�c����#� 0���
���4�P��#��9���
$����*�	��$��c��&"�c#D(V���	&;�	&"�I���Q��&
�

���#��������c��¯
°F´F¯
°]²Cµ�E¶�¸·T¹Qº�»L·8¹Qº ¼2���m���l��#��"�c#L���l����i�!
���
��� r (4����&
#����A�������������
�%sD��.D
���#����������%' r ¯Aµc´�½�½�½�´F¯
¾>s�'�(4&
����&¨¿�À"ÁLÂKÃ�¿�»/�S�L�c�`��.
Ä�Å vP��#��F�Q�
$������bE)��»�¿�Æ�Ç�¿KÀ
·8º]È�ÉQ�	#L������#����J���
�����
���C��&
�*�����C��.
��#��F���
:$�������Ê r ¯
°9´F¯
°Ë²Cµc´F¯±°]²h³csLÌb')u�ÍNÎWÍ ÄÏÅ v�ECY�&"�����>(*�?�����
�����B��#%��������M��&
�5.L�� ������9��#,�L��iB!
�������F���?��#�������#��������M��&
���,�C�Q�O��#%'`���
�5�����
��������!
���¨�HÐLÈ�ÀU��#����L��#����C'X���
�����
���
$���&
�,�L���@Ê r ¯^µQ´F¯
°Ë²Cµc´F¯
°Ë²h³�s�Ì�'
u¨Í®Î�Í ÄÑÅ v�'X��.S�	#��9���
$������@�����`���
�����
�����0����¯AµQE¨nD��$�!"#��mu$���
����f������_)�� 0�
���0�L&
�K(4���
$m�J�L�ci�!
�������F���X��#�������#����5���
�����
���"$,��.
u�v/��#��F�Q�
$������bE
tF.k��&
�>��#��F�Q�
$�!
�9���������=&D�	
����
$0­U��#��F�Q�
$������4�����
���������V��.V�`�L���
$����

��#�������#����D'K�	&"���;���
���J­/ÒHv r #%����&
��#D��&C���3�Q­Xs"
���#����������D(*��!"���;&D�	
��
���U�A�H��#%���"�� 0���������m.]��#��0��#��F���
$�!
�F���������m(V����&¨­©��#��9���
$������%E�tF�
$����
��#%���9'B��.k(*�H��#��H���"���>�����
������ 0�A�����H�`��!"#�.������>��#��F���"$�!
�F���������
���B���@Ó?��#�������#����
�%'B(W�>(4�����)�
�����,���"���=­�Ò2v�Ó?
���#����������%E
tF�5���� 0�0��������� r ��E $AE�'^tF#���� q ¢ s�'P�J��#����L�	#����5 U�	�U&C�	
��U»�ÔPÈQ¼^»�'

���A�����9���S U��#�¤B� r �
�����%s?(4���	&"���a�,
��c#L�	��_�����iB!"���
���U���¨���
�"���������
���©�c_���&D���
$��,��.S�	&"�,�F(*�5�����Q&
�,
���#����������b�?��������#��C�Q�	��
������ r ��E $AE�'
�*�O��� q ¢ s�'"�W��(?���+�B�Q�0�A�4��ÕA�����	���+���;�����
�
���
$f�WZ���#���:Q��#����*��#���:
���
$���� r ��#%���
�L ����������
$H���;��_���#%�X
���#�����_����"���������;��.P�+6T��(����
<S�
���%s	E
nO��#5��_h�� ��"����' r u�´cv�´c��´�Ö	×/Ø�ÙA´ÛÚ^´c��sH���������
����#��F���"$������ r�r u�´cv�´c��s�'



r ��´cv�´ÛÚAs�' r v�´ÛÚ^´c��s�s	'@(4&
����&g�������®#�����!"���M.]#��� Ü��&
�¶����i�!
���
���
r u�´cv�´c��´cv�´ÛÚ^´c��s r (V����&@Z���#���:Q��#�������#��9���
$���� r v�´c�B´Qv�s	s�E?�a����i�!
���
:
���F���h��#����L�	#L���,���4¼^Ç�¹9¿W��.C���4�������%�����
�4�"��Z���#���:Q��#����/��#��9���
$������bE
tF�Ý��&
���U�D���O��#U(*�m.]�B��!"�U������&"�N�����L�N��.0�
!
#L�N����i�!
�������F���

��#����L��#����"�+���
�����
�
#����L�S��&
���
#����
���� R��.X���� ��
!"�����
$N���©ÂQ¼^·8º]Þ;ÈBÉ
�C��#������������,��.4�/��#��F���"$�!
�9���	���, 0���
���)�����	�0��&
�?.]��(*�����4��#����L��#����
�bE

1

2

3

4

5

6

7

8
9

10

ß4~��O�C�%��àOáãâ��C�����%~��"�C�O�C}��"��~�|O�Ï~T�¨���C��|)�C���7�C��~T�C�¶|O�C�
���%~������%~T�Cá3ä9àOå�æOå�çOåTèOå�àOåTéOå�êOåTëOå�ìOåTíOå�êOå�àOîOåTàOå�æOï�ð
xC�Cz�zN�
�%y@|OñIòf�����C}T���XY5�`$���
��4�A����&0��&
����#L�c���������D���
�+��_B�A��#�:
�� ������%���)#����L!
�����b�
äFàOïfY5�0���L�K�Q�
������&��	&"�0���� ��"����_����9�3��.W�	&"�@Ó�: pKG � t�e��0 ht ¢ t GVó

�
#����"���� U'���&
�%(V���
$���&D���I���*���*d0e^:8�c�� ��"�������`���J�
�������
�/��.*�
$���
����;��#��F���"$�!
�F���������;�����;�A�*�"�c���� ��A�������;�����	�HÓV�	#�������#����
�%'
��
�������.*��&"�0���"�
!
�?��#��F���"$�!
�9���	����������&
�� 0���� 0��#��
&
���0���m�
���"&
��#���E G &
���X�������	�����S�������A����i�!
���L�	�����0�O���L�������3u�ô�ô��*�B�
õ�E � ��������$��C����E

äFæOïfY5�H�
��
����L�+�9(*�����9�����L�c�J��.�����$���#�����&
 ��J.���#����� 0�
!
�����
$2���
���
���� U���O�
������ 0�A�������	�����H��.*�W��#��9���
$�!
�9���������+�����	�J��#�������#����"�
ö ���
�+�D�����������l���N��j0�������������B����$���#J�
#���$�#%�� 0 0���"$�.]��#�: J!"�F���������C'/���
�©���
�,�C���L���2���Ý�H�
#%�Q�
��&
:Q���
�":T�A��!
�
������:
$���#�����&
 U'�!
��������Z����
$0�L�� 0�?��ÕA�c������
��?���K(*��#4�A��!
�"�
���"$0������&
:
�
��iB!"���%E G &
�����,��#��J��&
�J¬
#��L������$���#����	&" ��S�	&D���`&D�	
��J�A�����
�
��
��������A���2���
�3�� 0�
���� 0�����	���U���+�L����
�����&
�J��#�������#����3���
����:
 0��Z����������,�
#����"���� UE

äFçOïfY5�m&C�	
��N�� 0�
���� 0���B�����Ý��!
#3�"��(¸�Q��$���#�����&
 0�2���"�����B����:
$�#%�������3�	&"�� Ï�������@�S�������
���"$+�
#%�������������k����.]�F(?�Q#����C����¤"��$��
r n G;p
q sC��&C���V���� 0�
!"�	���4�L��#����"��¬
�����������
�%E

äFèOïfY5�>&D�	
��>�����
�"!
�������N���=��_��	���"����
��>��_B�A��#��� ������%���)����!
�
�H��.
��&
�`#����9������
��/ ���#������I��.)�	&"�`�
��(¶����$���#�����&
 0�>���"�+���� 0�C��#��
��&
����#C�A��#�.]��#L 3���"���*���S��&C���C��.D�X����#%����$�&��	.���#�(?��#��;���B!
 0��#�:
������
��0������#���&5.���#f���5���
���� U���X������!
�������DE��S�����^'X������!
#f����:
$���#�����&
 0�?��#��/��&
�`¬"#����*�	�J�A�/�� 0�
���� 0���B�����H��&C���*�
#����
!
���
�,$�!C��#%���������������"�	�� U���/�
������ 0�A�������	�����C'W�	&"���2&
������$���
��
��&
�`¬
#��L�X���
����$�&��X��������&
�K(��������L�4�������"�	�� U���"��&
�`&
��!"#����L�	���
 0����&
�B�"�4!
�����,���,�
#%�����������?�����
�,���0�O��E

äFéOïfY5�1�Q�����©&C�	
��5�"��
B�������÷�U �����&
���M���2���� J�"���
���	&"�5.������
&
��!
#L����������:8�C�������+ 0����&
�B�"�X��.A��&
�`n GJp"q ���B�L���� [(4����&+��!
#
$�!C��#b���B�������M���
���� 0��Z����������M 0���	&"�B�
�b';�������%(V���
$Ý�3��#%���
��:
��Õ2�A���F(*�����N�L�A�c�������
�Ni�!C�������9�5��.V������!
�������CE p ���"���H��!
#
���
���� 0��Z���������������$���#�����&
 0����#L�/���"���+�����C���
���S��.h������
B���
$;���
���
���� U�������F�N�"#����
���� ��0&C��
����
$1���A��!
�3uQø�ø@��#��9���
$������0���Ý�
#������L���C���
���S�� 0��!
���h��.����� ���'��	&"���k�����C���"�������9�S���k�� 0�O��#L�K�����
���U�A�����"$����
���;���f�L�	!"�
���	&"�;�
������ 0�A�������	�����@�
#����
���� R���
 J!"��&,�F�Q#�$���#V 0���
�����;���;��#������?���,�
#%�Q���	������E

òf�B}T�
�����@ù�|O�%ú)ð G &"�*¬
#��L�4����$���#�����&
 0���*�L�	!"�
�?��."�
#����
���� 0�C#���:
�9�����c�H���J��#����L��#����
�b'��O����&H����i�!
�������F���X���
�H¡0�� 0���������
�F���D'A���
�A����#��
���f�/#�¤����=���?���9E^w�v��9'�(V&"�;�����
�����
��#W�L��iB!
�������F���^��#��9���
$�!
�9���������"�W��.
�A���������������=���
���O������$����
�%E0tF��¦X
"���
�����=���FEXw�ô��9'^���?(?�����L&
�K(4�
��&C���P���P���Pd+eA:8���� 0�
�����	�V���>�"���	��#� 0���
�V��.P�I��!
#L.������V&C�	
����
$>&
�������
���
�,!"�B��#��9���
$�!
�9�������,.��������4�����,�A�?��#��F���"$�!
�F�Q�	���,���,��!"��&m�/(?���
��&C�����	&"�0#����L!
���	���
$���#��F���"$�!
�F�Q�	�����L!
#�.������+�����5�A�+�
������ 0�O�������
���B����Ó;��#����L��#����
�bEWY1&
�����J��&
���/#����L!
���`(����/���������
�
���U�	�H�D��#����F�������
���
�"#������J��&
�+���� 0�
����_B���F�@��.V��&
�+���"�	�� 0��Z������������"#����
���� §�A�������
��� � �����L��$��D����'A���>#����������5����#����"$����U���@��&
�0û
��_����"�������9�3��.*&C��
B���
$
!
����#��F�Q�
$�!
�9���	���;.��������4���
�J���J��&
�*!
�L�*��.
 3�����?&
������� r 
���#��>&
��$�&
$�����!
�%sC���,��&
�?�����
�L��#�!
���������DE
ªX����#����
$Nw�ü��P�c���
�����
��#��HýK¿�À"¿�¹9È�Éþº]ÿ�¿LÃ3·8¹Qº]È�À"ý�Éþ¿HÞ;¿�»���¿�»�'A&C��
B���
$

�4������&
�S.]��#��MvV
���#����������%'��	�;.������������%���	�S$����� 0����#��0���� 0�
#������L�����D�
�C��#�������!
�9��#�������j0���������>����$���#L����&
 0�I.]��#I���"�K�����
���
$���!"��&+���� 0�
#�����:
�������
�H��#��;$���
����@�B�¨�C&
�%(7w����9E0 W��#L: ó ��&B!"�C�f���
� q ������ U����w Ú��
!
�L�*�
�9���C��#C�L���C��#%������#C��&
����#��� 0�D���/��&
�%(m��&C���4�P
���#�����_?������&"�*��.
����Z���� r�� ­Is*������!"j��������B�f�Q�
�5���� 0������ ������
���������b��#��U�	�¨���	�%�����
���
���� U���4��#%���
�L 0�����L����� r ���"�,
���#L�	��_¨�A��#+�	#��9���
$�����s�E q !
 0&
�����
���
� p ��#%������#Jw�u�u��^&D�	
��>�
��
��������A���N�4�����
�"�����	��
����F�+���� ��"#������������
���
�,�
������ 0�
#L�c�L�������, 0���	&"�B�C'�!
�����
$U�/������&
�?��&C���4�A�c#L ������4���
�

���#�����_H�A��#4��#��F���"$����?��#%���
�L ����������CE
¡/��!
#����������0 0���	&"�B�
�?.]��#>�
������ 0�A�������
$=��#��9���
$�!
�9���������"�?�������N�

�� U�����V��!
 J�A��#0��.`��#�������#����
�0&C�	
��,�A�����¨�L��!
�
�����¨���2����
���#%���V#���:
�������H�C�Q�O��#��bE G &
��6�	�

��������<�w����/���������� !
��������Z����f��&"�3�A���
!
:
�9��#`���Q#�������# p"q tV$�#������
�=&"��!
#����L���������������� 3w�u��4���/�����/���B�����4����$���:
#�����&
 U')(V&
�����@���"�
�������
$¨�;$������D���S���
�
#L�A����& r 6T�C�����Q&
��¬"�B�Q�	�����
<As
���S�A�?���"���W���S&C���
�
���W
���#��?��ÕA��������
������� ����
�����D�������%�����
���
$S U�����
i�!C���
#%���"$�!
�F��#V.L�������%E G &
�>n GJp"q ���������� w�u
!��*���
�
#����L�����=���� 0�
��.)��&
�/�"�c¬"�������
�������*��."	�

������� r ��E $AE�'������*���A�����5���"�H#����
!
�L�	�"�����%s
���
�m��.]�����N$���
����;�A�c������#;#�����!
����� r �� U��������#;���
���B�"���
$��%sV���N�
#%�Q��:
��������E G &
�Hn G;p
q  �����&
���
�,��#��H 0�����J�������L�����@#����9�������N������&C���
��. p �A���Q¤B U���
�l���"� p �
�����B���
¤�w�u��Q�F')(4&
���� ��"���� 0���B�����M���l����:
$���#�����&
 R���A�����F�Q�������
������$��
���U.���# G t9d r G #��F�Q�
$�!
�9���	���@tF#�#���$�!"�F��#
d/���F(W��#�¤)s" 0���
�����b'K�� ��"���%�B���
$+�X!"�
��i�!
�W��#%��
���#��%���k����$���#�����&
 ����
¬
�
�N�	&"�0�L�C���
�"���
$���#���������.W��&
�+�"!C���X$�#%�Q�
&
����. G tFdã 0�B�"�����%E
w�u
!��V�����L�+�
#��%
�������&C���`���
������������ 0�
!"�	�J����# r ­IsD���� 0�=�>�
!
#��
����i�!
�������F���"��#�������#����0���
�����
���
$?!
�L���
$=���X 0�����SvQ­JÒ3u*
���#����������I.]��#
���,���
�
!
�4��#��F���"$�!
�F�Q�	�����,&C��
B���
$+­U��#��9���
$������%E µ

2. PRELIMINARIESY5�U��#L�0$���
����l�J¼
Â�É $bý�Â�À"È�ÉX»LÇ±¹8Ð�È�Á�¿fÞ;ÂKÃ�¿�Éþ'&%P'^(4&
���L�0�L���?��.
¼±ÂBÉ $bý�Â�À"È�É"Ð�È�Á�¿�»*#����
#����������S��&
�;�A��!
�"�C��#�����.S���O������&
���
#%���D���
:
\]�����`���¨��:8���C������EP¦>���Q&,¼
Â�É $bý�Â�À"È�É�ÐLÈ�ÁL¿V���`#����
#��������������,�����S����#�:
��!
�9��#I�������I��.&'�¿�¹Q·8º]Á�¿�»h��&C���*�
������#����O�/��&
�`��!"�	��#*�A��!
�
�C��#�����.^��&
�
.�������'�.]�������%(*���+���3�V�O���������
������ ��"�F�������L�I��.(�BÂ�É ¿�»�Ek�l�A������$����C���
.������`(4���	&H�
��&
�������I���>»�º]Þ4¼)É $JÁ�Â�À"À"¿LÁ�·8¿�Ã�'b(4&
�������W.L�����`(V����&+���
�
��#+ 0��#���&"�������H���5Þ;Ç±É ·8º ¼^É)$�ÁLÂ�À"À"¿�Á�·T¿�Ã�E©¦>����&��O������$����C���`.������
���?!
��!C�Q�����3��_��O���������5���=���������1���"�F���
�U���
�5�����Q&@&D���f���1��������:
���9���	���5��!
�9(?��#��@�L!
#�.������0�
��#� U���F�)&
�K(W�c
���#%'A(*��&C��
������
�L��#�
����
��&C���4#�������:8(*��#����,�C���%�/(V�����h��.]�����,&C��
��>�"���
:8�c���
�F���D��#V
��c#L�	�������%E
n"#��� *%+(*�`�����0���
�%�����@�?·8¹�º�È�À
ýKÇ�ÉþÈ�·T¿�Ã�Þ;ÂKÃ�¿�É r ��#X���� 0�
����·T¹Qº,+

È�À"ý�Ç±É È�·8º]Â�À"s�'�-='O�����"��.A(4&
���L�4.��������S��#L�4�	#L�F���
$������%E r t9�0�
#%�����������B'
��&
���J�����m�O�f��j����������	���1���
�N#L���
!
�������1�������� ��"������&
���m(V����&N��&
�
. ��	�
X�L�B�L�	�� ���.�¡S�����fw�u�v��9E�sVtF�?�L�� ��X�����L���%'�(*�S�������K(/-©���4�A�S���
��#��
����#%��#��f�������h���� 0�
����_ r �����f�F(*�0��#��F���"$���������#��?������&
��#`�
���L\]�����B�
��#���&
������������#����������c_h���������������+���� � 0���¨���"$��f��#��+���� 0 0���

���#�����_hs	�P&
�K(*��
���#b'k!
�
�����L�;���%�������m����&
��#�(V������'k(*�������L!
 0�H��&C���
µ d/�������	&D���S��
����@��.>�?��#��9���
$�!
�9���������@���5¯=
���#����������S�����@�A�;���
:�����
���=(V����&N�4�L���"$����>��#�������#���� r ���
�>
���#�����_+�A��#V��#��F���"$�����s�'B���V(V�����#���i�!
��#L��#���!
$�&
���2vQ¯�
���#����������?���5�	&"�����
�����
���"$A'X���L��!
 0���"$=��&C�����
���#��N��#��9���
$����=&D���U�+�"����$�&��A��#����"$@��#��9���
$������%'P�����
���=��&
��#��m��#��vQ¯ Å Ú��	#L�F���
$������I���@�*��#��9���
$�!
�9�������0�"�F���C�Q#X$�#%���
&+���+¯J
���#����������%E



-[���;�/ U���
��.]��������!
#�.�������'�(4����&,������&,���"$��?���
�����
�����V���U���4 0�����
�F(*�0��#��9���
$������bE
Y5�������L!
 0�@��&C���0--���,�����
�
���������C�S��.����=���,�
���%'V��&
���M��!
#

 0����&
�B�"�4�����,�O�f���
�"�������,�	�0�����Q&,���� 0�O���"�c���4�����C��#%�Q�	������E
Y5�W�����2143 r65 ´87Hs"�"���
�����W��&
�W�
!C�Q��$�#%�Q�
&;��."��&"� r  U���"��.]�����Cs

��#��F�Q�
$�!
�9���������0-='�(4����&=��&
�>�����V��.k�
���
���V$���
����=�B�H��&
�S�L��� 5 ��.
��#��F�Q�
$������0��.9- ���
�2��&
�=���
$����:7£�����
¤����
$5�F(*�5��#��F���"$������0��&C���
��&D��#��;�*���� 0 ����0���
$���E r tF.;-����X�
���X U���
��.]�����C'%(W��6T���
������<?�����Q&
�
���":T U���
��.]���������
$���'
�C����#����"$+!
�3�����/���"�����
�����`��#��9���
$������`�L�+��&C���
������& r �
��(;sV���
���%���
���f��.V��&
�f���
$��f���;�A��!
�
�"���
$U�����	&"��#J���
�f��#
�F(*�0��#��9���
$������bE�s
�ã����i�!
�������F��� ³ ·T¹Qº]»�·8¹�º ¼3���=���	#L�F���
$�!"�F���������/-�.]��#J(V&"���Q&���&
�

�
!C�Q��$�#b���
&<1,&C���4�D¡0�� 0���������
�9���J�C����&��L!
��&J��&C���k�
�/��&
#����I�����
:
������!
����
��H���
$����J��#����L�����N���@��&
�H�C�Q�	&M�Q#��+���
�����
���������M������ 0:
 0���¨
���#�����_)E@¦Ii�!
��
"�������B������'=-£���U�0��#�������#����¨��.`��&
��#L�f��_����L���3�

���#�����_>�L�ci�!
���
����'�>/3 r ¯^µQ´F¯O³�´�½�½�½�´F¯@?�²h³cs�'��A�����L���
���>(4����&J#����A������:
�������"�%'%��!"��&���&C���X�	&"�4­f��#��F���
$������X��.A-ã��#��V��_h���������J$���
��������J��&
�
��#����"�����;��.4�����
������!
����
��H
���#����������J���m�	&"�H����i�!
���
����� r ¯^µQ´F¯O³�´F¯�B�s	'
r ¯O³�´F¯�B�´F¯�C%s	'k½�½�½�´ r ¯@?O´F¯@?�²CµQ´F¯@?�²h³cs�E
Y5�;��#L�4���B����#����L�	���+���+�C��#������	�����
���
$<-��������=�W ����
�� J!
 a�B!" �:

�A��#%'?ÓED�'I��.S��#�������#����
�%'?Ê�>Iµc´c½�½�½�´F>2G�H±Ìb'I(4&
����&¶¿�À"Á�Â�Ã�¿:-fE G &
�
Ó�: pKG � t�e��0 kt ¢ t G4ó �"#����
���c o���>��&C���>��.*�
�������"���
$,��.&-7�����@�A�
�C��#������������
���M���B���ÝÓ5��#�������#����
�%E[tF�=�����l�A�5�	&"��!
$�&��=��.=���,��&
�
�
#����"���� ���.P�
�������
���
$H��.P�	&"���
!D���k$�#%���
& r (4&
����&3���+�S�
�9���C��#0��:
#���$�!
�9��#>$�#%���
&@���U��&
�������L�;��.>����#��F���"$�!
�9���	�����@&
�� 0���� 0��#��
&
���
���¨�;���
&
��#L�BsW�������A�+�C��#������	�����
���������	�2Ó16������	��#��D�������
$�<��D���	&"�
r ��&C���V��!
#L�=����.]�%'B��&
���,#���$�&��%'B��&
���,����.]�%'����	��s�E

3. HARDNESSY5�,�
#��%
��,��&C���@Ó�: pKG � t�e��0 kt ¢ t GVó ���0d+eA:8���� 0�
�����	��'X��
����
.]��#=.]!"�������	#��9���
$�!"�F�������l$�����!
�L:TZ���#��¨ 0���
�����bE�Y5�@��!
�������
�@��&
�
�
#�����.A��.A��&
�4.]�������%(V���
$?��&
����#��� U�b�
���%�������S��#��4�� 0���	�����0.]#��� [��&
���
���
�L�	#b�����KE
I9J;K�LNMAK�O u�E:P*º,'�¿�À�ÈS·8¹Qº]È�À"ý�Ç�ÉþÈ�·8¿LÃ>»LÇ±¹8Ð�È�Á�¿WÞ�Â�Ã�¿�É�-Q��Â�Þ;¿R+

Â�Þ;Â�¹8¼;��º�Á0·8Â�È,»T¼;��¿�¹9¿�S*º]·4º]»�TVU(+FÁLÂ�Þ`¼^É ¿K·T¿+·8Â,Ã�¿�Á�º�Ã�¿0º ÐW- ÁLÈ�À
X ¿;Ã�¿�ÁLÂ�Þ4¼
Â�»�¿LÃfº]À"·8Â=Ó,·8¹Qº]»�·T¹Qº ¼^»�Y
tF�`���`��������#`��&C���0Ó�: p%G � t�eB�0 ht ¢ t G4ó ���/���3d0e^'±�����
���=�����=�����

��.?Ó0��#����L�	#L���
�?�����@�O�0#������
�����3��&
���Q¤����@���5�O�����B�"�� 0�F���P���� 0�����

���#���.]�H��&C���4���4���;�`
"�������,�
������ 0�A�������������,��.C��&
�?���
�
!
�%E
G ���
#��K
��,d+eA:8&C��#��"�
�����%'I(*��!
���¨�=#����
!
����������.]#��� �
�9���C��#

���9Z®v p � G r �
#��%
����,d0e^:T���� ��
�������?���mw�u�ø��Fs��
[ �C�����
�C����á]\a»�¿�·4ÂQÐ"'�È�¹Qº]È X Éþ¿�»_^®È�À"Ã,È�»�¿�·4ÂQÐ?Ã�º]»a`�Ç±À
ÁK·Tº,'K¿

Á�ÉþÈ�Ç�»�¿�»cb=S4¿�È�ÁR�UÁ�Â�À"·TÈ�º]À"º]À"ýfÈ�·`Þ�Â�»L·/·TÔPÂUÉþº]·T¿K¹9È�É »�S4È�À"ÃUÈ�ÀNº]À�+
·8¿LýK¿�¹edgf¨øAY0hi��¿ X º ¼±ÈB¹�·8º]·8¿�ý�¹	ÈQ¼;�0jk3 r b ^?´F7HsSº�»*¼^É È�À"È�¹lS
ÔPº]·m�f¿LÃ�ýK¿�»&7oÉþº]À�n�º]À"ý;È�'�¿K¹�·8¿Ro/¯qp]^a·8ÂHÈ�'K¿�¹Q·T¿�oVr�p]b�º Ð/È�À"Ã
Â�À"É $+º Ð/¿Kº]·a�B¿�¹W¯�Â�¹>º�·T»>À
¿�ý�È�·8º]Â�À�SWs¯;SPº�»Sº]ÀUÁ�ÉþÈ�Ç�»�¿Vr�Y
t �C������~T|O��áVu	»I·a��¿�¹	¿VÈ?·T¹QÇ±·a�?È�»L»�º]ý�À"Þ;¿KÀ"·�Ð�Â�¹v^1·m��È�·^»�È�·Tº�»6wD¿�»

È�·*É ¿�È�»L·Nd Á�ÉþÈ�Ç�»�¿�»>º]À:b2Y
q ��
����M�Q�M��#��"����#%��#��5���
�L�K���"����xU��.4�
�9���C��#����cZ v p � G (*�

�
#����
!
���J�������
�L�%���
���ex�yB��.XÓ�: pKG � t�e��0 kt ¢ t GVó ��!
�Q&;��&C�Q�D��&
��#��
���,������#����
��¬"�B�Q�	�����N.]��#zx�yP&D�	
����
$2���J 0�����zd{yP��#�������#����"�J��.;���
�
���
������.O��&
��#��W���/�I��#�!
��&3�����L��$��
 0�����D.���#2x>��&C�Q�D�%�Q�	����¬
���S���D���������
do���F�Q!
�����%ECtF�W���V�������H�	�3��#�$�!"�S��&C���V(*�S U���@�����L!
 0��'�(4����&=�
�
�������4��.C$����
��#%�������F��'��	&D���V�
�0���F�Q!
���?���|x0�������K�����
�4�A����&,¯@���
�}s¯
.]��#;�����H

�Q#��F���"����¯^E
Y5�;�����~^��
���"���	����&
�������>��.I

��#��9���
�����%'P���"�{�-��&"�;��!
 J�A��#

��.I���9��!
�L�c�?����xAE p !"�
�A������j����?�	&"��$�#%���
&1�����������F�Q�	���5(V����&�xAE
tF.(r:p�b@���+�?�
���C��#��,���9��!
���;�
���
�J���}j>'"(*�J#����
�9������rf���
�U��&
�
³ Y5�V.]����!
�P�����
!
#��V����i�!
�������F���
�	#L������#����
�b'K�
���P���26T.����
<>��#�������#����"����
�,�L��iB!
�������F���h��#����L�	#L���
�4(4���	&�6T�L(?���
��< r ������'���E $AE�')w�u
!��Fs�E

�F(*�f���
$����S���
�����
�����/���{r��B�����
�;�c�"$���E4Y5�;�������C��&
���+� X º]À"È�¹�$
¿�Ã�ý�¿�E�Y5�+�������X��&
�+���
$��0���
�����
�����?���m�;!
�C��#��U���9��!
�L�U�,Ç±À"È�¹�$
¿�Ã�ý�¿�E ¢ ���H��&"�U#�����!
�������
$m$�#%���
&1�A�U�
���
�������Qj_y;�Q�
�1�� J�A���
jeyÛ'
(4����&3����#%����$�&��`���
$����%'
���2���3���B����$���#/$�#����C'�# r�� ^ � Ò{�2sË:8���B:
# r�� ^ � Ò_�¨s�E^t9�h���k¤��
�K(4� r ��E $AE�w�uQÚ��Fs���&C�Q�h�	&"���k�����?�A�X�"���
�X(4&
�����
$�!C��#b���B���������
$2�; 0���
�� ;!
 §�L���C��#%���������N�"�����%���"�c�H��._�/f7u�� � v
�A���F(*�����m�����H�� J�A���
�
���,�"�B�
�f���
�m�����H�� ;�O���
�"���,���
$���E
�V�J�����Q&N

��#L�F���
���H�
���
�H��.zj>'k(*�H�������	��#,���LiB!D��#��H��.V��!"j�:

�������B�����@�L U�����*�����
�H�����
$���&�� r �������buQø3��!
j0�����%sJ���
���������Q��&
!
�D��#��/���F��!"���P�"�B�
�X(*�P���� 0�A��#%��#������/����������#*�4·T¿K¹�Þ�º]À"È�·Tº�À
ýV»�Æ�Ç±È�¹9¿
&C��
B���
$N�����
�3���c�"$���&�� r �
���2s�E G &
�3�	��#L ����C�������"$N��i�!C��#����5��#��
���
���H!"�����,���,��&
�?�����
�L�	#L!
���������m���
�m��#��?�
���4�C��#��4��.=x�yÛE
� �"�%~��"{C}������"�C�O�B����ðJnO��#/�����Q&U

��#L�F���
����'"(*�;�����
����#�!"���0�?��#���:
���
$�!"�F���������f��.h��&
�S����#�#������A���
�
���
$;��i�!C��#���'v%P'A���W�L&
�%(V�f���fnD��$�:
!
#��5v�E=Y5�+¬"#����J�C��#������	������%¨������� Ä 3Ïu
!l� �L�����	��#L�J���3��&C���
�����Q&3����������#/�����	��#��L�������9��%@���2�?����$� 0���B�S��.P�����"$���&3Ú��
� Ä EVY5��
�9�����@�;#���$�!
�9��#������B
���_U�A������$����C'N�H'*������&
�+�������	��#���.<%����
�
� 3M��vl� ³ �A������$����C�Q�46T#����
$���<?#b���
�F�Q�	���
$?��!
�9(?��#��0.]#��� Q�+E G &
�����������#��?�C��#L�	���������5������&5#����
$=�����	� Ä ��#%���A��Z������
�%E�Y5����#��9���
$�!
:
�9�����������Q&5��#%���A�cZ������5���1�����X#����"$��%'^��_B�����
�?��&
�0���"�
��#� 0�����?#����
$^'
���5�4�����
�������������* U���
�
��#%'^���W��&
�%(V�f���f��&
�/¬"$�!
#���Ek�/���L�A'�(4����&
���
�����Q&,����������#%'���&"�f��#����/�A���F(*��������&
�?�LiB!C��#L�?�A��!
�
�C��#������"�,��&
�
��!
����#� 0�����;#����"$3.]��#� 0���������B
���_5i�!C���
#����9���	��#b���FE,Y5�H��#��9���
$�!
:
�9�����4���X���U�W���� 0���9��#I 3�Q�
�
��#%Eh¦>����&+��#%���A��Z������+���+�	&"�4���
�
��#� 0�����
#����
$�������#��9���
$�!
�9��������
B�9����»�·8ÂQ¼�¼^º]À"ý=ý�È�Ã�ýK¿�·4�Q����&
�%(4��������&
�
#���$�&��4����nD��$�!
#��=v�E G &
���A������$������[���/��#��F���
$�!
�F�������¨���/��&
�%(V�D�
�H')�������
$0(V����&,�����4��#��9���
$�!
�9���������D'B���4�����������m�0ÁL¿�À"·8¿�¹?ý�È�Ã�ýK¿�·8E

ß4~��O�C�%�ÏæOá ���±�"�%~��"{C}��Ï�O�"�C�O�B��äF��|O�Cï��[�B�"�%� ���C�"�C�B�
���%�"�X����|O~T� ��|O�)���
~T�C� � ����|O�C�C~��C� �O�"�C�O��� äF{X|O����|Oz�ï�å
���C|��0���0~����£�B�"�%�£|OñU~T���1�l��|®��|��O���K~T�C�O�1{)y��÷��~��C�O}��
���%~������K~T�Cð
�0}��"�C���5���"�C�O�B����ð ¢ ���c�J�A�,�������
$�������j_y8E*tF.��J���0�S�"���C��#L�
���
$��/��&
�����S�����
�
�������*�F(*�J
"��#��F���"���/$A���
$��c���bEhY5�/�
��¬
�"���J·8Ç X ¿
����#�#����L�O���"�
���"$;������'B(V&"���Q&f���J�4��#��9���
$�!
�9�������=�O������$����=��&C��#����
$
���
����#+�9(*���c�"$����+(4����&©������&���.S�	&"������#�#������A���
�
���
$�

�Q#��F���"���
��i�!C��#����b�±���`(4�����k��&C��#������
�����
$��?(4���	&2�/�L��������#`�O��!"�
�
���
$+���
$��
��.W�V

��#��9���
���/�LiB!C��#L�/��.h��&C���*

��#L�F���
���0���"�O����#��W!
�
:8�
��$A�����������
�
(4�����P��&C��#L���F(*�,�c�"$����>��.*�	&"��

�Q#��F���
���3�Q�
�O���Q#��>�
��$A�Q�	���5���@��&
�



���9��!
����E G &"�>����.]�J���"�=#L��$�&��V�L���"�c�`��.V�/��!
�A�?�����
�������4��.C������&
��#;�
�����
$��������"$�����#f�J�C����#?��.*���
$����%'I���
�5��&
���������c#L����#?��.*�	&"����!
�A�
���>��#��F���"$�!
�F����������������#��"���
$=���=��&
����������E p ����nD��$�!
#��3��E>Y1&
���
 J!
�������"���/��!"�O������#��/���
�����
���B�*���H���
�S�����"�/��.*�4

��#��9���
���/$A���"$����K'
(*�@���C�����@�	&"�� ��!
�%'V������
B���
$����f���������N�,����#��%�����l�B!" J�A��# r v
��!"j������bs4��.4�L�����	��#;�A��!
�
�
���
$@���
$����;�A���F(W�c�����������F(*�U��!
�A���%E
G &
�>�	!"�O�>����#�#����L�O���"�
���"$;���3�`!
�D��#��+���9��!
���>���V���� ����9��#%'���_������
�
��&C���S���S�����
¤��S���"�;��#S�F(*�=����������#��S��.>�?

��#L�F���
���;$A���"$����S(V����&©�
����#� 0���C�������
$0��i�!C��#����������?nD��$�!"#��>ÚAE

x1

x2

x1

x2

x1

x2

ß4~T�O�C�K�3çOá0�0}��"�C���3�O�
�C�O������á"�Xµ=�<�D³Qå"s�Iµ=�{s�D³�å�s�Xµ=�<�P³�ð

x1

Terminating
square

Terminating
square

x1

ß4~��O�C�%�3èOá��=�C�"�%y¨��}��"�C���3�O�"�C�O�B����á"�XµLå"s�Xµ�ð
ß4~�}T} [ �CðIY5�/��#��9���
$�!
�9�����`�����Q&H.������9�����H��&
�/�� J�A���
�
���
$J��.Wjey
���/!
�L���"$;�C�
���������?�L��iB!"���
���X��.N!�Ú�� � ^ � ³ ·T¹Qº]»�·T¹Qº ¼f¹�º�À
ýK»L'�������&��O��:
$����
�
���
$+���"�;���
�
���
$>(V����&��I�������
�
���
$>$A���
$���� r �
�9����������$^�����
�L�`�


�Q#��F���"���/$A�Q�
$����*����������#*�A��!
�"�
���"$J���
$���s�'A���"�5�V����������#*$A���"$����K�
������nD��$�!
#��3��E G &"�;����������#>$A���
$����>���> U���
�����=&C��
�����&
���%�� 0�
��!
 J�A��#/��.X�����
���+���S��&
�J.��Q�c���H�"������&U��.X��&
��Í�u
!l� � ^ � ���"$����
��._�Ï���J U���
�A���m�	�©���N���
$��H��.V��&
�H���������c#;$A���
$����%'k(V����&N��&
�
���
�
�A�����B���/���A������¬"�c�2���`�A�����������������
$5�S�����`��.D�"���L\]�������`�A������$���:
�C���D��!
#L
���� r �L&
�K(4�U�D����&
���@���U��&
��¬
$�!
#���s�'O�����Q&U��.I(4&
���Q&U&D���
���4 ����L�VÚ � ^ � �A���
�"�%E
  �C��~�zN�
}CxC���K~T�C~6¡C���"��~�|O�N|OñX���C�+�0|O�C�����%�C����~T|O�Cð G &
��#��;��#��
�F(*�H���"�	�� U���k�L��#����
��¬
�����������
�/.]��#+�>

��#��9���
���J$A���
$����%'
���
�J����#�#���:
���A���
�"���
$3��� G � �/¦>'^���
�H����#�#������A���
�
���
$3�	�3n±� ¢ p ¦SE^t9�������Q&
��.P��&
�����J�F(W�+�L�	#����
��¬
�����������"�%'
.]��#/�����Q&3����������#/�	&"��#������0�H»�¿LÁ�·8Â�¹
»�·T¹Qº ¼^'kÖ�'���&C���4�L�%��#����4���,��&
���������
�
���
$0$^���
$����4�������%�����
����������&
�
����������#����/��&"�K(4������nD��$�!
#��=v�E G &
���`�L�	#�������_����	�/��&
�������3��.D��&
�
�������
�"���
$0$A���"$����J���"�,�	!"#��
�4������&"�c#4����.]�4��#4#���$�&��4�
���A���
�
���
$0���
���	����#������B�%���������m���m��&
�f�L�	���"�
���"$U$A���
$����%E3tF.0Ö���!
#��
�;#L��$�&��%'C���
��#%�	
���������&
#���!
$�&m��&
�=�������%�����
���
$@����������#%EUt9.4��&"�f�L�c������#� 0�������
�>��!
�A��'PÖ4��&
���U���B����#��S��&
�J����������#/��#��9���
$����;���U��&
�J��!
�A�;��#/��&
�
�����
�`��#��F���"$��������
�+��!"#��
�I#���$�&B�%Eht9�+�	&"���I�����L��'b(*�`�������XÖ/�qhN¢�£2¤
»�·T¹Qº ¼^E�tF.+ÖJ��!
#��"������.]��!"�O���2��_��������"$@��&
�,�������
�"���
$5$A���
$����%'P���
��#%�	
������J��#���!
�
�=��&
�>

��#L�F���
���>$A���
$����V���N�`���
��#%���)!
���	���^#L�B�Q��&
���
$
��&
���9�����`��#��9���
$��������3��&
������������#��Q�`��&"�K(4������nD��$�!
#��q! r ����.]�%s	E*tF.
��&
�+����������#� 0�������,�;�	!"�O�H��#������
�+��#��F�Q�
$�����'VÖ>��&
���������	��#L����&
�
�������	��#P�	#L�F���
$����W���;��&
�V�	!"�O�V��#D��&
�W�L���
�V�	#L�F���
$��������"�;��!
#��
�P����.]�%E
tF����&
���k��������'±Ö)���V�V¥�\c¦N§�¤5»�·T¹Qº ¼^E)tF��������&
��#k��������'���.±�	&"�X�L��$� ������
�
�����>�
���> ������H����!
�A�;��#>�L(V������&C'IÖ`���
�"�>���@��&
���9�����>�	#L�F���
$����

variable

gadget

variable

gadget

variable

gadget

variable

gadget

gadget

variable

variable

center

variable

gadget

gadget

gadget

ß4~��O�C�%�féOá;âW|O�Cá;�o�����)�����;�O�"�C�O�����
}T|O�C����~T���¨����|O�C�C~��C�
�O�"�C�O�B���@�"�C�[���C�©���K~T�����%~��a��|��O�B�%~T�C�M���C�©�O�
�C�O���@~��a�
�
|O�C��~Tz��"}D�����%~T�C~6¡C���"��~�|O�Cð��Ý~T�C�C}���áJß4~�}T}�~T�C�3~��m��ñÛ�"������~T���
���%~������K~T�5�%~��C�O�R�P{C~��C�
�%yU���C{X�B��åD�K���C�%�B�����)��~T�k�,��}T�
�C���0�O�"�@¨
�O������å?�
�%�N���C|��0�Ý�C~��O�C}�~T�O�)�����Cð4©;|O����|Oz�á�� ���b�C�BzN�
��~T�
|OñP���C�+���%~������%~����%~��C�O��åD�B�"�%��{X���O~��C�C~��C�,�"�C�5���C�C~��C�0��~T���
����|O�C�C~��C�N�O�"�C�O�B����åW���C�%�%|O�C�k�C~T�C���5�����)�����H�O�"�C�O�B��ð



��.^��&
�`����$� 0�����>���
�+�
�����I�
���I��_B���I��&
�`

��#��9���
���`$A���
$���� r ��.^�
���K'
�
#����"���� 0�`��#��*��#��������������C(W�*(V�����������*�9������#%s�E)�/��������$� 0���B�D����#����"�
.]��#+�>$���
����3
"��#��F���"���; J!
���/�A�J�����"�����������B�%'"�����
����'
��.P�L�� 0�J����#����
��� G � �/¦7���
������ 0�+��!
 J�A��#���.W�L�	#����
�,��#��+n±� ¢ p ¦S'^��&
������&
�
����#����
�>����$�����&
��#+��#����
#���¤����@�����������>�������L�+vl�ª3 r ��v«� ³ �bu
!l�¨s
�
���������%E G �H��������&
���%'
��!
�
�A���L������ 0���L��#����©ÖbµI��� G � �/¦[���
�3�����
%v¬U�A����&"���L���`��./�����kn±� ¢ p ¦l����#����"�/���3��&
�J

�Q#��F���
����EWtF.c­¨���0�
����������#+���
�}®f���+�?n±� ¢ p ¦M����#����U�	&"���}®H���"��#%�����+��#���!"�
�U���H���
:
����#���������­lvl�£���� ����bEk¦>����&=���� 0�]­5��������#����������z®O'����W���%
���#��V�F(*�
���
\��Q���c���*��#��9���
$����c�W����­4E G &
���*�L���*��.)Ú��o��#��F���"$������W���W!
�
��iB!"�����
�
������#� 0���"���Ý�Q�
�©�����
���������+��.+vl� �����
�"�����	���©���� 0�A���
�������+.]��#
������&mn±� ¢ p ¦¶����#����CE�tF�m�C��#�������!
�9��#%'k��.�Öbµ/���;�������K�Q���
���m���m��&
�
����������#z­V')���
� 5 ¬,���4�	&"�>�����V��.k��#��9���
$������4���%
���#����=���¯%v¬�����­V'
��&
���=��&
��#��H��#L�H���W���������Jvl�§�����
�
���������=���� 0�A���
�������V��.e­�° 5 ¬
��&C���;��#��?�
���4���K
���#����,���¯%N¬DECtF.`ÖbµP��#%��
������`!
�B�"#���¤����,�A�c�9(*�����
�F(*�H���
\L�����c���P���� 0�O���"���B���%'%��&
���3�����±����#����
�P��#����L�����"$]­��O���9(*�����
��&
�/���� 0�O���"�c�����* J!
�L�I�A�/�
#���¤����C������&
��#�(V������'^Öbµk J!"���*�O�/�
#���:
¤����,�A���F(*�����,��&
�?���� 0�O���"���B���%E G &�!
�%'B��&
�?�L�	#����
�4���±%v¬ Ê�ÖbµcÌ
��#����
#���¤����©�������l���+���������@vl� �
���������bE2�o

��#��9���
����$A���
$����+���
(4&
���Q&N�����)����#����"�J��#�� G � �/¦ r #������DE�'Bn±� ¢ p ¦>sk����#�#������A���
�
�4���3�
G � �/¦ r #����L�CE�'±n±� ¢ p ¦>sC

�Q#��F���
����EXtF��������&
��#`�����L��'���&
��#������`���
�
����#����,�������%
���#4�	&"�>����������#4$A���
$����%')���4�L&
�K(4�,���,nD��$�!
#��f� r �����Cs�E

ßV~T�O�C�%�3êOá�� �X|O�K��~�|O�1|Oñ4�5ß^��²*x´³÷�����Oz����)�������%~T�Cð
G &
�4���
���� U���
�L�	#����
��¬
�����������0��.O���9��!
�L���P�
���A���
�"�P���U�I��!
 J�A��#

��.P�����L�c�b�
(W���"��.]��#/�	&"�J���B!
 0��#%���������3���H��&
�J.]!
���k�C���A��#%'
(4&
��#��
(*�4�
#����������S���0����!
 0��#%���������0��.A��&
�4�A�����L���"���4���
���� U���
���%
���#����"$��
��.O���F��!
�L�W$A���"$������%E G &
�V�
���D��#�����!
�A�W�����I�
���C��#������9��!
���V$A���
$����
���W���
�����
�����W���f�9(*�;����������#W�A��!
�
�D��#������b'����
�S���f������&=��.h��&
�S����#�:
#������A���
�"���
$>
"��#��9���
���4$A���
$������%Ehn"��#P�����Q&���.O��&
���L�V����������#��%'%��&
��#��
�����S�L��#����3��&C���`��_������/�	&"����������.P�	&"������������#����"����������#��`��&
�����
:
�����
���B�>��#��F���"$��������@�	&"�;��!
�A��E G &
���>����#����@��� G � �/¦���#>n�� ¢ p ¦
�
���A���
�
���
$3���N��&
�f�	#L!
��&M�����L��$��
 0�����J��.V��&
�H

�Q#��F���
����E=tF.V��&
�
���9��!
���;���S�%��������¬
���C'"��&"�c�U��&
�;�9(*�H�L��������#/�L��#����
�H��#��;���
��!
$�&U���
���%
���#��	&"�+���F��!"���+$A���
$��c�%E+tF.V�	&"�+���F��!
�L�+���J�
�����%�Q�	����¬"�c�N��&
���
���
�5���
�
���	�����C���I�L��#����N���J�
�����
���CEHY5�+&C��
��@������ ����F�Q#��������H.]��#
!
�C�Q#��5���9��!
���f$A���
$��c������_B�����
�;��&C���;��&
��#��f�������
�f����#����m#%����&
��#
��&C���l�F(*�AE�tF.��	&"�U���9��!
�L�U���=�%��������¬
���l��&
���l��&
�U���
�U�L��#����l���
���
��!
$�&����3���K
���#J��&
�+���9��!
�L�+$A���
$����=���
�N��.V��&
�H���F��!"���+���J�
���
�%��������¬
���2��&
���2���
�m���
�
���������C�Q�V����#����¨���0�
�����
���CE G &�!
�b'D�%�Q�	����:
¬
���H���9��!
�L���?��#��/���%
���#����H������&
�S����#����"�*��&C���*���%
���#*��&
�/

��#��9���
���
$A���
$������b'B(4&
�����?!
�
�%��������¬
���,���9��!
�����4#L��iB!
��#��f���
�
���������C�Q�)����#����
�%E
nD���D��������'4���÷���M���
���� U���>����#����
��¬
�����������C'4�����Q&M.������5��.0j_y/���

���%
���#����,����!�Ú�� � ^ � ³ Ò©u/��#����L��#����"� r ���
�?�A��#4#����
$A'��
��!
�4���"�?.]��#
��&
�?�����B����#4$A���
$����%s�E

�0|Oz��C}�����~T�C�M���k�}µ?�%|)|Oñ3ä9xCúO�B���%�Cï�ð�Y5�H���9���� �	&D���J��&
��#��
��_����L�	�;�/��#�!
��&m��������$��
 0�����V.]��#Vx0��!
�Q&=��&C�Q�J���V���������Vd£���F��!
�L���
��#��+�%��������¬
������.����
�����
���U��.W�	&"��#��0���=�;����#����
��¬"�����	������!
�L���
$¨���
 0����� � ^ � Ò�u
!l� � ^ � Òk¶ r !�Ú�� � ^ � ³ Ò�u�sXÒ r � Å d¨s4��#����L�	#����
�b'(4&
��#��q¶����4��&
�?�B!" J�A�c#4��.C.��������4��.C�"�F���C��#4$�#%�Q�
&±jeyÛE
nD��#L���%'P��!
�"�O���L�,�	&"��#��,���U�f�	#�!"�	&���������$��
 0�������L!
��&2��&C���U���

���������9d ���9��!
�����+��#��;�%�������L¬
���CE G &
���D'
��&
��#��;���+�?����#����"��¬
�����������
�������%�����
���
$f���X 0����� � ^ � Ò,u�!l� � ^ � Ò|¶ r !�Ú�� � ^ � ³ Ò,u�s�Ò r � Å dms����#����
�%E � ^ � Ò�u
!l� � ^ � ��.`��&
�����=�L�	#����
�����%
���#;��&
� � ^ � 

�Q#��F���"���
$A���
$��c���b'9¶ r !�Ú�� � ^ � ³ Ò�u�s/�L��#����
�+���K
���#0��&
��.��������0��.:j_y8'S���
�
� Å d �L��#����
�>���%
���#S��&
�;�A��#��������"�S��.I���F��!"���;$A���
$����	�>��&C���+��#��
�
�������K
���#��������U��&
� � ^ � Òlu
!l� � ^ � ����#����"�?��&D���?���K
��c#�

�Q#��F���"���
$A���
$��c���bE
d/�K(���!"�
�O�����;(*�;&C�	
��,�?�L��#����"��¬
�����������U�������%�����
���
$����S 0�����

� ^ � Ò2u
!l� � ^ � Ò4¶ r !QÚ�� � ^ � ³ Ò©u�s)Ò r � Å d¨sk�L��#����"�%ECnD��#L���%'B(*����9���� Ï��&C�Q�`(*���
�����2���`�������L� � ^ � Ò©u
!l� � ^ � Ò}¶ r !�Ú�� � ^ � ³ Ò©u�s
����#����
�f���N���K
���#H

��#��9���
���3$A���"$����	�����
�1.��������%EMY5�3�
�%(Ï&D�	
��
� Å d ���
�
���	�����C���W�L��#����"�;���@¬
�
���L&m���%
���#����
$U���9��!
�L�f$A���
$������bE
p !"�
�O���������"����.D��&
���L���L�	#����
�b'CÖ�'±��������#��` 0��#��J��&C�������"�����9��!
���
$A���
$��c�%E G &
���lÖ/ ;!
���>������&
��#?��!
�H����#����L�f��¬
�������@���5.���������#f�

"��#��F���"���V$A�Q�
$����%E)�S�B�J����#�������������#����
$f�I

�Q#��F���
���V$A���"$����P��#%�	
������
���K(���#��
�*��&
�/�������	��#W�	�J�A������ 0�/��#%���
�A���H���5�V�������
�
���
$J$A���"$����%E
�§�L�	#����l��������#����"$���¬
�������l���l.������@Z���$�:TZ���$��=���l���¨�	&"�@�����B����#
$A���
$��c�%'
(4&
��#��J���/��!
#��
�0��#���!"�
�2���
�3$��B���S��!
�%'±.��������K(4���"$+�"��_B�
���U��&
�=�A��#��������¨��.`�	&"�f����#����m��&C�Q�;(*���B�����¨���U��&
�=�����B����#%EUtF�
�
�����
$2���A'4��&
��!
$�&C'4��&
�5����#����M��!
���m����#������,��&
�}!QÚ�� � ^ � ³ #����
$
��#�������#����"�%'"#�����!
�������
$f���©���2���"�
���������C���_!�Ú�� � ^ � ³ ����#����
�/#L�ci�!
��#����
���?���K
���#bE r G &
�4�
#�����.A!
�����I�	&"�V.L�����P��&C���X������&+�������
�
���
$?$A���
$����
&C���4�D
��c#L�	��_>��.
�
��$�#����?ü�'�(4&
����&C'��B� ¢ �� 0 3�PÚ r �A�����%(;s	'��� ��"�������
��&
�H��_����L�	���"���H��.V��&
�H���
�N��#��9���
$����H��.J���L�	#L���N���
�����
���B�J���3���%E�s
G &B!"�%'D�?����#����U��&"��!
���@�
���/��������#+�?¬
�������U���U.������;���©�?���K
���#����
$
��&C���4!
����� � ^ � Ò2u
!l� � ^ � Ò4¶A!�Ú�� � ^ � ³ Ò r � Å dmsk�L��#����
�bE

4. OPTIMAL STRIPIFICATIONY5�3&C��
��3�L&
�K(4����&C���f�	&"�3���
���� 3���/�L��#����
��¬
�������������
#L���
���� 
������&C��#��¶�c�� J�
���C������#��F�������
���� ���Z����������¶�
#����
���� UE Y5�¨�
�%(
�
#����L���B������$���#����	&" ������U������
��f��&
�f�
#L���
���� ��_h����������'C�C���L���m���
���B����$���#I�
#���$�#%�� 0 ����
$�������&
�"��i�!
���>���"�+�
#%���
�Q&
:Q���
�
:8�O��!
�
�CEW�*.
����!
#��L��'���&
���L�H����$���#�����&
 0�V&C��
��H�`(*��#�����:8�������>��_B�A���
�������F���)#�!
�":
�
���
$U���� 0���D(*�f�A��#�.]��#� ���N��_��A��#��� 0�����%���*����!
�"�5��.4��&
������$���:
#�����&
 0�4�	�0�
������#� 0���
�?�	&"����#4��ÕA�����	��
����
���L�4���,�"#%������������E
4.1 Integer Programming AlgorithmY5�0.���#� J!
�9�����0��&
�+����#����
��¬
���Q�	�������
#����
���� ���=�;ø�:QuJt9�B����$���#
e^#���$�#%�� r t�eIs�EbY5�����L��!
 0�`&
��#��/�	&D���I��&
�`���
�
!
�*��!
#�.������/�	#L�F���
:
$�!
�9���������D'v-f')���=v�:8 3���"��.]�����C'^�L�,��&C���?�����Q&5���
$��0���¯-Ï�A�������"$��
�������f 0�����=�F(*�¨�	#L�F���
$������%E r Y5�@�� 0���=���1��&
���N���
�L�	#%�Q�c�=��!
#
��_��	���"�������
�+������&
�3�
���
:8 U���
��.���������������'X(4&
����&©���H�C��#��+��.S��&
�
�� ��"���� 0�����K���������CE�s
�/�m���
$��f���;�%�����m���U�A��º]À"·T¿K¹�À"È�É^��.4���;���;�L&C��#����m���5��_h���������

�F(*�l��#��F���"$������%�0����&
��#�(V������'?���@����� X Â�Ç�À"Ã�È�¹l$@���
$���E§Y5�¨�����
1�3 r ^ r 14sL´F· r 14s�sW�
���
�����+��&
�0�"!C���X$�#%���
&���.e-fE0� r ����i�!
���
:
���F�Q�FsP����#����
��¬"�����������3��.�-ã����#�#������A���
�
�/���5���3��_h�����/���K
���#����
$H��.
��&
�U�
���
���f��."1[���Ý�=�L���H��.?����i�!
�����	�9���/�C�Q�	&"�H���¸14E G &�!
�b'
�f�L��#����
��¬
�����������©����#�#����L�O���"�
�+���l�=��!
�
$�#%�Q�
&C'(1�yÛ'I��.~14'I(4����&
^ r 1�yÛs23±^ r 1`sH���
�¸· r 1�yÛs�¹/· r 14s�EMY5�U�
��¬"�
�2�,ø�:Qu,���B����$���#

"��#��F���"�����=ºX.]��#4�����Q&=���"$��"�����|1N�L!
��&,��&C���

�=ºW3 ø ��.=��p]· r 1�y8s
u ����&
��#�(4�����

nO��#��Q�B�+
"�������=�L�	#L���
��¬
�����������C'�»S'�(*�>�
��¬
�"�S��&
�>���h\]�����	��
��>.]!
�
��:
�������4¼ r »/se3 º�½�¾A¿ ÀAÁ �=ºc'
(4&
���Q&3���/���� 0�
���=��&
�;�B�Q#��
���D�������F�,��.
· r 14si°i· r 1�yÛs	E



Â K�O_O_Ã u�E9\VÀmÂQ¼^·8º]Þ;È�ÉX»�·T¹Qº ¼^º wCÁ�È�·8º]Â�À�S=»9S4ÂQÐV--Þ�º]À"º]Þ;º]ÿ�¿�»
·m��¿;Â X `�¿�Á�·8º,'K¿4Ð�Ç±À
ÁK·Tº]ÂBÀ�¼ r »SsÄY

Å M�LNLNÆvÇ ¢ ���S­��O�J��&
�J��!
 ;�O��#/��.X�	#��9���
$������/����-='�È>�A�J��&
�
��!
 J�A��#,��.;�O��!
�
�C��#��1���
$��c�b'����
� Ä r »/sJ�A�5��&
���B!" J�O��#���.����#����
�f���1����#����"��¬
�����������¸»/E�nO��#5�,�L�	#����aÖ�p�»S'*�����f­ r Ö�s>�A�
��&
����!
 J�A��#>��.*��#��F���
$������?���5��&
������#����CE G &
����!
 J�A��#>��.I���"$����
r (V����&+�A���L�����"���/#����O�������	�����
�bs^�A��!
�
�
���
$J��&
�`#���$������+�"��¬
�
���+���UÖ
���`­ r Ö�s)Ò2v�E p !" � 0���
$0�K
���#;�����)����#����
�%'�(*�>&D�	
��

É ½RÊ
r ­ r Ö�s)Ò2v�s�3m­�Ò2v Ä r »Ss�½

tF�M��&
���,�L!
 0 3���������C'4������&M����!
�������l���
$��5��&C���=���,��������#��C���>���
����!
�������N�9(V�����5���"�N�����Q&m�	&D���J���;�O��!"�
�C��#��5���;����!
�����c�m���
����E
n"!"#���&
��#%'b��&
�`����!
���	���+���B����#��D���"���
$����I&C��
����W���
��:8�	��:8���
�`����#�#���:
���A���
�"���
��� (4���	& ��&"� ���"$���� ���Ë· r 14s�°�· r 1�yÛs�E G &�!
�b'
É ½RÊ r ­ r Ö�sKÒHv�s23�v�¼ r »/sKÒ"ÈB´����S��&C���`v�¼ r »SsKÒ"È"3m­SÒHv Ä r »Ss	'���
�±¼ r »Ss23 Ä r »Ss)Ò r ­ Å È�s��bv"3 Ä r »/s)Ò{r«Ì%­*ÖÄÍFØ�­;Í�½ h� ¢ �� 0 U�0u�'±��!
#4t�e@�"#����
���� 7���`���0 0���"�� 0��Z�� º�½R¾A¿ ÀAÁ �=ºQ'

��!"�)\]�����J���3��&
�q�=ºlÎ �J�"�c¬"�
���"$2��
"�������m����#����
��¬"�B�Q�	�����C'´»S'h��.V-fE
Y5�4�
�%(©��&
�%(©&
�%(2�����
��¬
�
���*�� U�����"�����X��.I���
�
#����
#��F�����4�����
����#
�����
�L�	#b���������`�����	&"���=º«Î �bE G &
�?�����"����#%���������`�������A�?��������$���#���Z����
���B���0���������*�Q�
�,$������D���)���
���bE

x
3x

2

x
1

x
4

x
5

1

2 3

4

5

6

7

8

ß4~��O�C�%�©ëOáÏ²*�BñF��á1� }T|)���
}J��|O�´¡C�O�C�%�"��~�|O�a|Oñ0�l���%~��"�C�O}��
z������N�"�C�m~������C�C�
}Tð;òH~T�O�)��áJ�R����Ð)�C���)��~T�
}D��y)�B}���å2���C|O���
���C��|)�C~��C�N~�� r u�´cv�´c��´ÛÚ^´c��´«!�´cü�´«��´cu�´cv�´�½�½�½�s9ð
G &
�>���B�����)�����
����#%�����B���V���
.���#����S��&C���V��&
�>�
!C���^��.V�`��#����L��#����=���

�;�C����&CE p ���
���]�=º�3®u����
�"��������������&C�Q�?���"$��]�H���,À
ÂB·C���������������
.]��#,���D����&C'h(*�H#���i�!
��#��H��&C���J�	&"�H��!
 ��.V��&
�f�	&"#����H

��#��9���
�����
����#�#����L�O���"�
���"$¨���2�
!C���>���
$��c�,���
�����
�����=���÷������ � 0���M�
���
�
r ��#��F���"$�����sP�L!
 ��	�����/�������L�/���
��E � ��.]��#�#����"$H���HnD��$�!
#��,ü r ���c.��Ks�'
��&
�����I�����"����#%�����B���k�b�	�>��&C���´�Xµ�ÒV�D³%ÒV�´BVflu�'±���
�<�Iµ�ÒV�NC�ÒV�´ÑVf
u�E G &
�3���B�����S�����
����#%�������	�f J!"���5�������m���
.]��#����U��&C���H��&
�U�
!C���
�C����&Ï6���������#��C�������L<5���	�+��!
#��
�+����.��K'X��&
���2#���$�&��%'P��&
���©����.]�%'X���	��E
n"��#S��&
�;��_h�� 0�
�������@��&
�;¬"$�!
#���'O�	&"���>�����Q�
�S���=�	&"�;�����
�L�	#b���������
��&C���V�D³PÒ��XµCÒ��iC9flu0���
�|�´BXÒ��IµCÒ��´ÑVflu�E
G &
�f$������C���W�����
����#%�������	�3��#��f�
���������b��#��5���U���
�L!
#��f��&C�������B�

����i�!
�������F���^�L�	#L���=&C���V�F(*�26T���
�
��<3���
�=�
�����V�
���W�����������B�����>nD��$�:
!
#��+ü r #���$�&B�%s�Ekn"��#W������&f������.]:8�������
���
$J�L��iB!
�������9���A����#���� r ����i�!
���
:
���F��������������s�'�(4����&?
"��#��9���
���c�´�Xµc´F�D³�´�Ò�Ò�Ò)´F� G ����#�#����L�O���"�
���"$4���4��&
�
�
!C�Q�A���"$����%'�(*�>�� 0�A�����>�	&"�S�����
�L�	#b�������e�XµhÒ0�D³CÒ�Ò�Ò�ÒKÒ0� G flu
���0���"��!
#�����&C���;���`�������L�4���
�����
$�������À"Â�·A���������������CE r tF����&
�?.�!
���
�C���A��#%'X(*��$���
�����_h�� ��"�����+������&"�K(7��&C���+(V����&
��!
�+��&
�,$������C���
�����
�L�	#b���������%'���&"�/t�e��L����!"�	�����f�������"�W�	���4��!
�A���
���� U���A�L��#����
��¬
����:
�������DE�s
Â K�O_O_Ã v�E:hi��¿�uÄU�Ð�Â�¹QÞ;Ç±É È�·8º]Â�ÀUÁ�È�À X ¿;Ã�¿K¹�º6'�¿�Ã?Ð�¹	Â�Þ�-§º]À

# r ­Is+·8º]Þ;¿UÈ�À"ÃNÁ�Â�À"»Lº]»�·8»fÂQÐ:� r ­XsHÉ º]À"¿�È�¹=ÁLÂ�À"»�·T¹	È�º]À"·T»�S�ÔPº]·m�NÈ
·8Â�·TÈ�ÉDÂQÐ"� r ­Is?Â�Á�Á�Ç�¹Q¹9¿KÀ
Á�¿�»JÂQÐ"'�È�¹Qº�È X É ¿K»�º�À5Á�Â�À"»L·8¹9È�º]À"·8»�SWÔ2��¿K¹9¿
­1º�»S·m��¿;À"Ç�Þ X ¿K¹>ÂQÐS·T¹Qº]È�À"ý�Éþ¿�»>º]À:-�Y

Å M�LNLNÆvÇ r p ¤�������&Cs G &
����!
 J�A��#+��.S���B�����`�����
�L��#%���������+���@���
 0�����0v>���� 0���/��&
�J��!
 J�A��#`��.D���"$����%'
�
��!
�/��&
�J�B!" J�A��#`��.P
���#�:
���������`���|14E G &
������#��?#������
�����H.���!
�
�,���=�����
����#4���� 0��E
 h������!
�L�m��.0�	&"�M�Q������#��C�������
$1�C����!
#��m��.0�L��iB!
�������F���;�����������%'

�����Q&3���
$��;�����2���
�A����#S���©���/ 0�����/�9(*�H����i�!
�����	�9���C�����������%'"�� �:
�
���B���
$5��&C���0��&
��#��m��#��|# r ­Is/$������D���V�����
�L��#%���������%E r ¦X_h�� 0�
�����
��_����L�?(4����&¸Ó r ­Is*$������C���X�����
�L��#%���������%E�s@Y5�0���������
�����	��.]�U��&
�� 
���,�����
����#4���� 0�?���16T����#����
�
���
$�<0��&
�� ®��ÕU���
�?���H���
��E
³9Ô)�
zN�C}���ðo�*!
#f�L��.]�F(?��#��U�"#��B�"!
�����f��&
�Ut�e�.]��#� ;!
�F�Q�	�����1���
�Ue p .]��#� U���V.]��#V!"���>���¯Õ
��Ö���×�')�`�"���
�����������,���� � 0��#����9���)���
����:
 0��Z����������,���B�
�?.]#��� ®t ¢ � q wØ!��9EknO��#4�	&"�>��_h�� ��"���?���,nD��$�!
#��]��'
���0�
#����
!
�����@���©t�el.���#� J!
�9���������©��&C���+���
����!
�
���@v�Ú����������4�����
:
����#%�������������
�m���
�f$������C���W�����
����#%�����B�%E2�Ve ¢ ¦(Z7������
����;��&
���;t�e
���HøAE�u��4���������
�
�W���f��!
#*���K(4:8���
�f(*��#�¤B�L�%���	�����C'�#�����!
�������
$;���f��&
�
�F(*�0�L�	#����
�4�L&
�K(4�,���,��&
�?¬
$�!"#���E

x
1

x
2

x
3

x
4x

5

x
6

x
7

x
10

x
13

x
9

x
8

x
11

x
12

ß4~��O�C�%�ÝìOáÙ³cÔ)�"z��C}T�����K~T�
�C�O�C}T�
��~T|O�Ú�0~�����~T���©|O�C��~Tz��"}
�C����|Oz��X|O��~���~�|O�ã~T�)��|Ý���J|Ý���%~������%~��C�MäF�C�C�"}��C�
���C���C~T�O�@¨
}T~��O�)�����Cï�ð
�0|Oz��C�"�K~T��|O���0~���� [ zN�k}T~���~T�9³S�^�CzN���K�"��~�|O�CðItF 0�
���������P���B!
:
 0��#%���������Ý���2�5���� 0 0���
����!
�����Ý�
#%���
�Q&
:Q���
�
:8�A��!
�
�� 0����&
���
��&C���J�L����
����;ø�:Qu�t�e^�%E r ªI�c�%�������;��.4��&
�H 0���	&"�B�����
�A����#J���N��&
�
.]!
���I�C���A��#%E�s�Y5�+�� 0�
���� 0�����	���N��&
���� 0����&
��� r !
�L���
$2�;�
���
��&
:
¬
#��L��:T�L����#���&5��#��
��#?���5��&
�0����!
 0�c#b���	�����5��#�����'A���5��#��
��#?���=�b�	
��
���¨ 0�� 0��#��hs`�	�5����#�
��N���3�+�A���
�Q&
 U��#�¤M���
�¨���@

�Q�����C�����=��!
#
�����
���%E*�*�,�P���c�L�C��!
���	�*��.Cu�ø/#%���"�
�� 0���?$����
��#%�������m6T$�#����
</ 0�B�
:
�����%'A������&@(4����&���v���#��9���
$������%'A��&
�|Õ
��Ö���×�:8�C�������5������!
�������@�D�������
���5��!
#>t�em.]��#� J!"�F���������@���?#���!
$�&
���2u�ø�ø,�	�� 0���?.���������# r ��
���#%��$��
��.CøAE�ü�ü/���������
�
�b'B
���#��L!
�;ü
��E�!�v`�L�������
�
�%s�E

4.2 Branch and BoundY5�?&C�	
��>�"�c
��������m�/��!
�L���� �:8�%��������#����,�"#%���
��&":����"�
:8�O��!"�
�m����:
$���#�����&
 R.���#S��!
#>���
���� ���Z����������@�"#����
���� 3E G &
�3����$���#�����&
 o�O��#�:
.]��#� 0�=�J���� 0�����������B!
 0��#%���������5��.*��&
�+�O���L�����
���+����#����"��¬
�����������
�%'
(4&
�����0!
��������Z����"$,��j0���������f���
����ÕO��������
��0Ð�È�·m��Â�Þ;º�À
ý=¹�Ç±É ¿K»W���5��#L:
�
��#P���>�
#�!
�"�W�
#b���
��&
���P��."��&
�V����!
 0��#%���������0�	#�����Eh�4�`������$���
����
���%��$��>��.h��&
�+����$���#����	&" 3'B�	&"�S��!
#�#������W�����
�
���C����� r �C��#����9���Fsh�L����!
:
�������U&C���>�c�%
���#����U�L�� 0�;�O��#L�	�����U��.&-ã(4����&©�������S��. r �
����\]�����B�%s
��#�������#����"�%';�Q�
�M(*�5 J!
�L�,�����
�����
��#,(4&
���Q&M�����
�"���C�����5��#�������#����
�
��&"��!
���H�O�/!
�L���H�	�J���%
���#*�	&"�`#��� U�����
���
$;­2ÛI�	#��9���
$������%'�-NÛX��.N-=E
nD��#����%'B(*�?�
�����?��&
�?.]�������%(V���
$0.������ r �"#��B��.C�� 0���	�����,&
��#���s��
Â K�O_O_Ã ��E:hi��¿K¹9¿lÈB¹9¿�# r ­ ³Û s¨Ã�º]»�·Tº]À"Á�·@·T¹Qº]»�·T¹Qº ¼^»U¼±È�»�»Lº�À
ý

·m��¹9Â�Ç�ý��fÈ�À@$+ý�º6'�¿�ÀU·8¹�º�È�À
ýKÉ ¿;º�À3·m��¿;¹9¿KÞ;È�º]À"º]À"ý;Þ�¿�»���SA-vÛ�Y
G &"��#��f��#��� U���B�=�O���L�����
������&"���������`���,�"������$��
���"$0&"�K(���&
�=����:

$���#�����&
 ���B!
 0��#%�������J��&
�H�����
�"���C�����H��#�������#����"�%EftF�N��!
#J�� 0�
����:
 0���B�%���������C'I(W�¨���
���"�@�= 0����&
�B����&C���H�����
�
�H���N�
#����������H��&
�
�����
$���#��L�	#L���
�0¬
#��L�KE5nO��#������Q&¨��./�	&"�=��&
#����=(?���B�0���2(V&"���Q&��
����#����5�����@�A�0�c_������
�
���C'^(*���L�K�Q#��>���
�0.]#��� o��&
�0�C�����0��#��F���"$����
���N���"�H��.4��&
�H�9(*�3�
��#������������
�b'k�%����'k�	&"�16T����.]��<3�
��#������������D'V���
�
��_��	���"�U��&
�;�L��#����@!
�������D(*�;���
����!
������#S������&
��#S��&
�;�A��!
�"�C��#�����.
-£��#��	&"�=����#����¨����������.�E G &
������_B��#��� U���,6T����.]��&D���
�
<@����#����¨�����



��&
���=�A�>��&"��#������
���=���
�>��#��9���
$����H���J�`���� 0��')���V(*�>�����
�L���"�c#;����:
����#��C������
����%E`n"��#/�����Q&U¬
_�����6T����.��/&D���
�
<f����#����C'"(*�;�����U��_��	���"�
���S���@��&
�;����&
��#>�
��#������������U.�#��� R��&
�;�C���L�;��#��9���
$�����!
�������D���S�����
�
�@�����"$���#;�A�=$�#��K(4�CE G &
���m��&
���26T#���$�&B��&C���
�
<@����#����¨�B�Q�m�A�
��&"��#������
���H���
�/��#��9���
$����0���>�4�	�� 0��Eht9�H��&
���W(?�	��'�(W�`����!
 0��#%�����
�����)�L��iB!"���B���9���h����#����"�4��&C���4�D�����`�	&"#���!
$�&m�S$���
�������#��F���"$�����EDnO��#
������&���!
�Q&;�L�	#L���C'K(W�����
�;���D���S��&
�V�C��#����F���±�L����!
�������CEhtF.�-M���D���%
B:
��#����C'b(*�4&C��
��4#������Q&
���U�*�L����!
�������C�b���	&"�c#L(V������'b(*�4�������	����!
�4��&
�
����!
 0��#%���������CE G &
�������B!
 0��#%���������¨�
#����c���"!
#��f�����¨�A�=�����������
��#%�	
���#������
$5�?�
#%���
�Q&
:Q���
�
:8�O��!
�
� r  eÜ> WsX��#����J��.(# r ­IsP&
����$�&��K'
������&,�"�B�
�?��.C(4&
���Q&,&C���4�
��$�#�����# r ­ ³ s	E
Y5�W�"�K(¨�
���L��#����A�V��!
#P.�����&
�� 0���"$S#L!
�����b'K(4&
���Q&3��#��W��."��#������������

�� ��A��#��%���
���X���4��&
�X�cj0�������
���/��.B��!
#W WÜ> @�Q��$���#�����&
 UEI�C���
�����
��#
��
���#��	��_h'4¯^'W��.���&
�@�	#��9���
$����U 0���L&CEÝtF�f&D���= 3�����©��#��9���
$������
���
�����"�c���k���J���%E p �� 0�I&C��
��I�O�����J���K
���#����,����#������"�>������&
�*�C��#����F���
������!
�������C'"(4&
�����;���	&"��#��+��#��;!
�
���%
���#����3�L�f.���#%E G &
�;!
�
���%
���#����
��#��F�Q�
$������b'"���U$����
��#%���9'".]��#� �?�����S��.+6T�L���c����#��L<���#���!
�"�U¯^E ¢ ���
!
�4�b�	�H��&"�c�f&C��
��>����#��"���C�Q�����	����� � µQ´ � ³�´�½�½�½
Â K�O_O_Ã ÚAE9¦O¿�·@Ý X ¿/ÈJÞ;È�oKº]Þ;È�É
»LÇ X »�¿LÆKÇ�¿�À"Á�¿/ÂQÐI·8¹�º�È�À
ýKÉ ¿�»Wº]À

È�·8¹Qº]»L·8¹Qº ¼3»�Ç�Á���·a�BÈ�·C¿�È�ÁR��·8¹Qº]È�À"ý�Éþ¿>º�À�Ý5º�»Vº�À"Á�º]Ã�¿�À"·DÂ�À=È�'�¿K¹�·8¿Ro
¯;Y�hN�B¿�À�SvÝ©Á�Â�À
»�º]»�·8»?ÂQÐ>È�·VÞ;Â�»�·V·a��¹9¿�¿0·8¹Qº]È�À"ý�É ¿K»�ÞWº Ð&Ý©ÁLÂBÀ
»�º]»�·T»
ÂQÐ?Â�À"¿+Â�¹;·TÔXÂ,·8¹Qº]È�À"ý�Éþ¿�»�SW·a��¿KÀ5È�·4É ¿�È�»L·4Â�À"¿+ÂQÐ?·m��¿�»�¿+·T¹Qº]È�À"ýKÉ ¿�»
Þ;Ç±»L· X ¿�È�À3¿KÀ
Ã=·T¹Qº]È�À"ý�Éþ¿;ÂQÐ/·m��¿;·8¹Qº]»L·8¹Qº ¼;Y

Å M�LNLNÆvÇPG &
�*�"#��B��.
���C�D�������J�����P���� ��
���*���B���������B
����L�	��$A���������
��.C��&
�?���������4���,�	&"�>�"����$�&��A��#�&
���B�,��.D¯^E
G &�!
�b'������Q&¨6T�L���c����#�<>����¯>(4�����������B��#����
!
���W���S��&
�=6T���
���	#��9���
:

$�������<+��./���`���������`���
�J����i�!
���B���9���k����#�������.D�����`����#��"���C�������9�=���/�
���
ø? ����U��E ¢ ����Ö�°i3Nø0��. � °i3Nø? 0�B�U��'h���
�¨Ö�°i3Mu/����&
��#�(4���L��E
Â K�O_O_Ã ��E9u�À=È�À�$JÁ�Â�Þ4¼^Éþ¿�·8º]Â�À=ÂQÐV·m��¿*¼±È�¹Q·8º]È�ÉO»�·T¹Qº ¼^º wDÁLÈ�·8º]Â�À�S

·m��¿�¹9¿=Þ;Ç±»L· X ¿,È�·/Éþ¿LÈ�»�· ° Öc°?·8¹�º�»L·8¹Qº ¼^»�·m��È�·c��È�'K¿=È�À¨¿�À"ÃU·8¹Qº,+È�À"ý�Éþ¿5º]À"Á�º]Ã�¿KÀ
·�Â�ÀN¯;S�ÔXº]·a�U¯Ýº]À"Á�º]ÃB¿�À"·;Â�ÀlÈB·;Þ;Â�»�·zß2ÂQÐ=·m��¿
·8¹�º�È�À
ýKÉ ¿K»Sº]ÀU·m��¿;»�·T¹Qº ¼;Y
�k���"�����"��#/�*�	#L������#����CEhtF�X&C���X�F(*�56T���"����#��9���
$�������< r ���
���;���
�V��.

���V���;�`��#���
��F���h����#����,��.C���
���5u/��#��F�Q�
$�����s�E4�k���"�����
��#V��&
�?
���#����������
���
�����"�c���X���+��&
�����4�9(*�?���
�+�	#��9���
$������%Eht9�0$����
��#%���9'b��&
��#��;��#��4�L��_
��!"��&f
���#L�	�������%�B&
�K(*��
���#b'�(*�S���F���� ã��&C�������V ����L�WÚ;��.k��&
�� §��#��

���#������c���`��&C������#��?���
�����
�����4���¨È�·*Þ;Â�»�·A�F(*�+��.C��&
���	#L�F���
$������`��.
��&
�4�L�	#����CE r tF�+��&
�4�������`��.X�?u�:8��#��F�Q�
$����`����#����D'%��&
�`�	���%���"��!
 J�A��#
��.C��!"��&,
���#����������4���4���� 0�
������E�s
Â K�O_O_Ã !�E9\V·kÞ;Â�»�·Nàz'�¿�¹Q·8º]Á�¿�»WÂQÐIÈJ·8¹Qº]»L·8¹Qº ¼,È�¹9¿Sº]À"Á�º]Ã�¿KÀ"·hÂ�À

ÍlvH·8¹Qº]È�À"ý�Éþ¿�»SÂcÐ/·a��¿�»L·8¹Qº ¼;Y
Y5�=�����
�L���
��#+¯5���@#���������
��N��68��&C��#�$���<5.]#��� �+�L��#�����ÖJ��./¯

���?���"�c���
�����?���1���? ����L�HvJ��.*��&
�0��#��9���
$������?���lÖ�E r d/�������L�%��#������
��&
�����f��#��9���
$�������(V�����W�O�f���
�m��#��9���
$������;��.�Ö�s�E G &
���C'C(*�H&C��
��
��&"�K(4�2��&C���+¯N���+��&D��#�$����Ý���0���������@���Ý�� 0��!
���{¼&á/3 ° Ö�°Û'���U��&
�H�����%���?�� 0��!
���J��.V�Q&C��#�$����;�K
���#������I
���#L�	�������;�������J���������
á ¼&ábEV�*�f��&
�>���	&"��#W&C���
�D'��B�Q��&f�L��#����f���Q�f#�����!
���W�������W 0�����Ú?��&D��#�$����%'b���?��&
�4�	���K���"��&D��#�$��4���S�Q�P 0�����XÚ�­ É '%(4&
��#��`­ É ���X��&
���!
 J�A��#P��.O�L�	#����
�X���3�*���� ��"��������������.O��&
�V�D��#����F���
����#����
��¬"�����������CE

G &B!"�%'%(*�4&C��
��4��&
�4���K(*��#X�A��!
�
�H­ É f r u��LÚAs á ¼&á�'%(4&
���Q&0(*�!
�L�m���0��&
�,�D�������0��./��!
#0.�����&
�� 0���
$5#�!
����E�����#��,�L�O������¬
����������'
��.I(*��¤������@��#%���Q¤���.I��&
��i�!C���B�����������q¼&áb'A.]��#>�����Q&@
���#�����_U¯^'X���
(*���
#��������c�D'���&
���3(V&
���
��
��c#`(*��$����`���@�U68�
�B�"�c<+������&
�= WÜ? 
��#����+(4&
��#�� r u��LÚAs á ¼&áb'h�
��!"����&
�H��!
#�#��������B!" J�A��#���.V����#����"�r ��&
�4���
���I��&C���S��#��;����#������
�;�C�Q#��X��.A��&
�4�D��#����F���"������!
�������Cs�'b���I�
�
�������`��&C�����	&"�?�A����� r ���� 0�
��������sC����#����
��¬
������������.]��!"�
�,�L�0.L��#%'�(*�
¤��
�K(N�	&D���h(*�I�
�`�
���k&C�	
��I���`��_B�
����#��I��&
�S eÜ> H��#����I�A�����%(���&
���

�
���
� ö �����
���/��&
�S�B!" J�A�c#W��.)�L��#����
�W�
�������L�%��#��0���J���� 0�
�������/��&
����%
���#����
$;�������*��������� r u��LÚAs á ¼&áb'�(*�+��#��/�"�B�� 0���f���J���
�%�������#�����!"���4��&C���V���4�
�0�A�����	��#4��&C���,��&
�?�A�����4������!
�������,.���!
�
�,���0.���#%E
[ zN�k}T��z����)���
��~�|O� [ �����C����ðftF�5��#��
��#?���,$����f���5���"�����F�Q�P.]�����L��:
�
��� r &"���O��.]!"�����;���������`���?���"���� U���Fs^������!
�������C'b(*�`!
��������Z��`��&
� . 
�	
â
�C���Q¤
��$�� r (V����&���&
���"�B�D�� ������
#L��$�#%�� 0 ����
$H���
�������3���Cs�EI�S�����^'
�/¤����H�����L!
�?���,�� 0�
���� 0���������
$0��&"�H����$���#�����&
 ®���4���0!
�A�C�����?��j�:
�������B�����>��&
�*����#����J���K(*��#C�A��!
�
�J(4&
���J
B�����������
$/�
��(m�
�B�"���%E)n"#��� 
��&
�S���C�����������W���A�K
���'����
�X�����?!"�O�C�Q�	�X��&
�X���K(W�c#h�A��!
�"��6T���B����������<
���U#�����������!
�F�Q�	���
$�¼&áJ.]��#���&
���L�0
���#�����������(4&
�����+���"�����
������.��������
&C��
��,��&C���"$����CE G &
�,���� ��"!
�����
$5���� 0�m���������Q&2��./��&
�����,
���#�:
���������J������_��O���������N�	�3�O�H�����
���%�����%E+d/�����+��&C������&
�+�
��(a���K(*��#
�A��!
�
�����P�����%���
�����L&
���3���P��."��&
�V#��� U�����
���"$S��#��9���
$����V ����L&;���P�L�	�����
���
�/�����
�
���������H���� 0�A���
�����KEktF�*���*����#��%�����
�����A��������#*���J���� 0�
!
���
���K(*��#��A��!
�
�
������ 0�A���
������(V�����N���
�¨��!" ��&
�� U�X&
�%(*��
���#%'C(*�
&C��
��3.]��!
�"�������
#%�����������3�	&D���H��&
�3�K
��c#L&
������.]��#H U�������K�����
���
$
�����
�"�c�������,���� 0�A���
�����	�`��ÕO�L�����4��&
�>�A���
��¬"�KE
G &"��#��H��#��>���������4.]��#V(4&
����&=��&
�H�Q�O�%
��>�A��!
�
�"���
$0����&"�� ��>#���:

��!"�����=���1��#���
B�9���S���K(*��#=�A��!
�
�
� r ø¨��#�u�s��/��E $AE�'V�����@nD��$�!
#��©ô�'
(4&
��#��?��&
��.�����&
�� 0���
$+#�!
���?$���
����;�S���%(*��#4�A��!
�
����.4u�'�(4&
���������
������!C��������#���i�!
��#������0��#�������#����
�;���U���%
���#;��&
�f��_h�� ��"����E G �U�� �:
�
#��%
��+�	&"�0���%(*��#?�A��!
�
�D'^(W�0�� 0�
���� 0�����	���M�m6T���"��:T�L�	#L���
<��������
r ���@�����
����#S���� 0��w�v��9sX���f�
������#� 0���"�;(V&"���	&"��#+�?�����
$����;����#����U�����
���
�
�����2���K
���#U�+���� 0�A���
���B�%E�tF./���A'D�"�@.]!
#L�	&"�c#0.�����&
�� 0���"$@���
�
�����
���5���@��&C���>���� 0�A���
�����K�^����&
��#L(V������'A(*��&C��
��������%���
�����L&
���
�/�A���	����#4���K(*��#4�A��!
�
� r ��.4v/����#����
�%s�E

ß4~��O�C�%��íOá��f�©��Ô)�
zN�C}���ñF|O�:���C~T�%�©|O�C�+ñÛ�"���C|Oz�~T�C�5�%�C}��
äF�0~����N}T|������J{X|O�C�C�m|OñXàOï?~T�?�C|O�"�O�B�%y5��ãX������~a�O�H{C�C�>�B�
�
{X�3~�zN�C�%|��O�B�Ï��~T�������C��ä�|O�C��¨K�����%~��´å¨��������ð

4.3 ExperimentsY5�?&C��
��?�����"�
!
�������,��_��A�c#L�� 0�����	�`!
�L���"$0��&
#����? U�����,���9�����L���
��.D�C���%���P#%���
�"�� ����f$��c�"��#%��������6T$�#����"<0 0���
�����%'±#%���
�
�� 0���f$����
:
��#%�������g6T���"&
��#���<� 0���
�����%'26T#�������:T(*��#����
<� 0�B�
����� r ��_B��#%���������
$
�� U�����D�C������&"�c�b'O��.I�	&"�; 0�B�
���D���>�	���f�9��#�$��;���=#�!
�U���©��#����������
:
���
���0���� 0��s�E G &
�©6T$�#����"<= 0���
�����=��#���$��c�"��#%�������5�B�U#%���
�
�� 0���
��#��9���
$�!
�9�������
$�������&���i�!C��#�� r ���U#%���
�"�� ����U�
����¤����
$����
�+��.*��&
�
�F(*�H�"�F��$����D�����bsD���2���U­}æ+­5#���$�!"�F��#/$�#L���CE G �H�
!
�����Ý6T�L�
&
��#���<
 0�B�"�����b')(*�+¬
#��L��!
���+��&
�/��ç� ��Eè��;�
#���$�#%�� §��.��"Î � ��!
#�¤��@���
�
Z/!Nw�u����^����$����
��#%�����S#%���"�
�� ã�A���������V���f��#V�
����#��`���
&
��#���')���
�
��&
���3�Q�
�
������&
��éE �ê�ë�ëI�
#���$�#%�Q Ïw����
��.P W��#��A��#/���"��¡/!
&
�D���
�C���
���0���
�%�����=��&
�?��#��9���
$�!
�9�������,�����B
���_f&B!"�����%E
��µ"²&³9ìí�)��ð�©�î0©�ð G &
�J.]�������%(V���
$H���� 0�C��#��������"�/(*��#��J�
���
�
���m� p !
�"Ú��>(4����&m��ü0�3 � 0�� 0��#��H#L!
�
�
���
$ p !
�C� p ÚAE�u�E�� �+u�E
tF�������������
$+��&"���
#%���
�Q&
:Q���
�
:8�O��!
�
�� 0����&
����������&
�J�%�� 0�=u�ø

6T$�#����
<m 0���
�����=!
�L���1���l��!
#f�D�����U���� 0�C��#��������l(V����&1�� ��
���������
����!
 0��#%���������C'^(*�0���
�%�����
���1���1��
���#%��$��0#�!
�
�
���
$,���� 0�0��.Iø^½�ô�Ú
���������"�
�%'X(4&
����&©���@v�v
ïR�����K(*��#+��&C���©!
�L���"$ÏÕ
��Ö���×����©��&
��t�e
.]��#� ;!
�F�Q�	�����C'C�
!
�;�L�������*�9(*�U��#��
��#�����.4 U��$��
����!
�
�f.��Q������#;��&C���
!
�L���
$0�� 0�
���������4����!
 0��#%���������DE
Y5�,�������f#%���U���������S���U���� 0�;�F��#�$��c#S 0���
�����b�?u�øl6T$�#����
<f���
���

���
�3u�ø@68���
&
��#���<>���
���%'%������&������B�%�����
���
$+ü�vI��#��F���"$������b'K
���#���.��B���
$
��&C���k�	&"�cÕ
��Ö���×>���
�= WÜ? H �����&
���
�k$����
��#%�����I��&
�X�b�� ��I���
���� 3���
��!
 J�A��#+��.S����#����
�%E G &
�¨��
���#%��$���#�!
�
�
���
$����� ����H���©��&
���F(*�
�������J��.W 0�B�"�����,��#��+�����L�	���N��� G ���
���@u�E r tF�N
���#��@#��������B�����������%'



d/�AEC��.C��#��F�Q�
$������ !�ô ÚAô ��ü ��� !�u ü�v ü�� �
�d/�AEC��.C�����
�L�	#b��������� u�v�Ú u�v�v �
! !�� !�� u
��ô u
��v u���u� !
�"�
���"$ �Ve ¢ ¦�Z øAEØ��� øAE���v øAEØ��v øAE�v�� øAE�u�v ��E ÚAv u�E ÚA� øAE����G �� 0� r �%s  WÜ>  u�E ø;! ÚA��E�!�ø øAEØ!�ô øAE�u
� øAE øA! øAE��
! !�ü�E�v�v øAE�ü��

âW�"{C}��3æOá0âJ�C�3�K�C�C�C~T�C����~Tz����0�C��~��C�N{X|O���ÏÕ
��Ö���×,�"�C�����C��©�î0©Rz������C|)�1|O����|Oz��3��z��"}�}W���K~T�
�C�O}T�3z������C�B��ð

�0���	&"�B� G �� 0� r �bsq #���� p �"&
��#�� WÜ?  ÚAu
��v ô�øAu�4e ¢ ¦(Z ��ü v
!�v��

âW�"{C}��JàOá?âJ�C�J���O�B�%�"�O�J�%�C�C�C~��C�H��~�zN���4�C��~��C�H{X|O���{Õ
��Ö���×
�"�C�g���C��{C�%�"�k�b�@¨K�"�C��¨%{X|O�C�C� z������C|)� |O� u�øðä��O�%~T�´å
z�|)�C��}��+�"�C�1àOîñäB���k�C���%��å¨z�|)�C��}T��åV���
�b�1��|O�)���"~��C~T�C�¨ü�v
���%~��"�C�O}�����ð

���[���
����&
��#f�
�9����.]��#� r p !"���/����#%��:Q��øN(4���	&[��u�v��U � 0�� ���#���'
#�!
�"�
���"$ p !
�C� p ��EØ!�s�(4����&?��&
�X�9�����c�L� r ü�E øAs�
���#��������?��.vÕ
��Ö���×�'�(*�
���
�%�����
���5���� ����9��#?#�����!
�����%'A(4���	&5��&
�U WÜ? © 0���	&"�B�5\]!"���>!"�
�
��#
�F(4�����©���=.�����������Õ
��Ö���×U���1�L����
����"$m�	&"�U���
&
��#��U 0���
�����b'����
�
���A��!
�;u�ø�ø0�	�� 0���4�����K(*��#;���4������
B���
$0��&
�?$�#����, 0���
�����bE�s
tF�h���k���B����#����L�	���
$`���`�
���������I��&C���k��!
#V WÜ? H �����&
����#�!
�"�k.���������#

���¶68���
&
��#���<, ����
�����>��&C�Q�@���¶68$�#����
<, ����
�����%'X���"�4Õ
��Ö���×0�O��:
&C��
����������B��#%��#�������EUtF�
�
�����C'D��&
�� eÜ> M 0����&
�B�¨����#���!
$�&
���lv�:Q�
���� 0���`.���������#4��&C����Õ
��Ö���×?����6T���
&
��#L�c<+ ����
�����%ED¡/�%(*��
���#%'����4���
ü�ø�:Qu�ø�øf���� 0���>�����%(*��#S����6T$�#����
<= ����
�����%E G &
���> U�	���A���C��#������
�A������!
������&
��t�eN.]��#� J!
�9���������
�>��.I��&
���L�¨6T�L�
&
��#���<= 0�B�
�����>�����
:
�%��������ô
ï� ���#��,�c���
����#%�����B���+�	&D���2��&C���0��.U6T$�#����
<5 0���
�����+���
��
���#%��$�� r v
�
!J
��%E3v�øA��s�'I���"�5�C�Q#��	���U�A������!
���+.]��(*��#?�L�	#����
�=��#��
#���i�!
��#L�c�M���¨���%
���#N�Ý6T���
&
��#���<2 0�B�
���>��&C���÷��6T$�#����
<2 0�B�
���
r G ���
���H��s�'�(V&"����&,�"#����C���
���H�� 0�
�������;�/�� U��������#; WÜ? ���#����?.]��#;�
6T���"&
��#���<0 ����
���h�	&D���,.]��#;�36T$�#����
<0 0���
���FE
Y5�+�����L�;#%���f�O���	&f 0����&
���
�W���=���� 0�S�� U�����^��#��F�Q�
$����S 0����&"���

���
�%�����
���0.]#��� -6T#�������:T(*��#����
<? 0�B�
�����%'%���J$�#���!
�"���
$?��&
��#L�P����#����"�
r ���
�%�����
���m!
�����
$ . 
�	
âBs4�������U�c���
�
���������m���� ��A���
������� r (*�f�%�	�
 0��#������A��!
�;��&
���;�9�����c#bs	E G ���
����v0��&"�K(4�;��&
�f#�!"�
�
���"$U���� 0���%E
 h����&1 0���	&"�B�
�f�L���� g���N#�!"��.��Q������#H���1��&
�����U�� U�����/ ����L&
���%E
¡/�%(*��
���#%'"��&
�� WÜ? ¨ 0����&
���U��_B&"���
�����S 0��#��;
"��#��F���������U���U#�!
�
:
�
���
$0���� 0��ECY5�>(4�����)����
���������$A�Q�	�?��&
���4���L��!
�?�9�����c#bE

q #���� p �
&
��#��
�>e G n G;p
q ï �?e G n G;p
q ïu�v u�Ú u
!�E�ü ü u�u ��ü�E�uu�u u�� �
!�E Ú ô u�u v�v�E�vu�u u�� u
��E�v ô u�v ����E��u�� u�Ú ü�E�ü ü u�ø ÚAv�E�ôu�v u�� ��E�� � u�ø v��u�v u�� v�� ü u�u ��ü�E�uu�v u�Ú u
!�E�ü � u�v �Qøu�u u�Ú v�ü�E�� � ô u�v�E��u�v u�� v�� ü u�v ü�u�E Úu�� u�Ú ü�E�ü ü u�v ü�u�E Ú

âW�"{C}��lçOá�âJ�C�1|A�k��~�z��"}0�)�kz@{X���m|Oñf���%~������%~��C�/�)��ðR���C�
�)�CzU{X���5|O{C���
~T�C�B�¶{)y . 
�	
âN|O�au�øòä��O�%~��´å�zN|)�C�B}T�U�
�C�
u�øÏäB���C�C�B�%��åmzN|)�C�B}T��åW�B�"�%�1��|O�)���
~T�C~��C�¨ü�vH���K~T�
�C�O}T�B��ð
�0|Oz��C�"�K~T��|O�k�ñ��~T���§ßVâJxC��ð>¡/�%(£(*�����=��#�����&
��&
��!"#����L�	���
 0����&
�B�"�>!"�����@���5�
#%�����������0�
�����"$=���@���� 0�C��#��������5(V����&����5���
:
���� U���/����#����
��¬
�����������=ó§Y5�3���� 0�C��#��3��&
�U�B!
 ;�O��#f��.>��#�������#����"�
���N��&
�H���"�	�� U���*������!
�������m(4����&N��&
�f�B!" J�A�c#;���
�%�����
���N!"�����"$2�

�������
���"$?�C�Q��¤
�Q$�� r . 
�	
âB'%#�!"�0(4����&+��&
�4���"�	�����
�H6T:8�
.]�I:Q�����I:�ª>eA<^'
(4&
���Q&J���C$����"�c#b�������?�	&"�*�A�c�L�C��&
�������*.]��#D ����
�� 0��Z����
$/��&
�*��!
 J�A��#
��.X��#����L�	#L���
�bs�E G &
�;.]�������%(V���
$f��_B�A��#��� 0�������S(*��#��J#�!"�3���©� p !
�
���D��#��3�/����#%��:Q��øA'*#�!
�"�
���"$ p !
�D� p ��E�!=(4����&[��u�v��3 VE G ���
���2�
�����L�	�>�	&"�J��!
 ;�O��#S��.X����i�!
�������F���D����#����"�S���©���U���"�	�� U���C�L����!
�������
���
�@���@�	&"�;n G;p
q ������!
�������@���@�	&"��u�øM6T$�#����
<= ����
�����H���
��u�ø
6T�L�
&
��#���<� 0���
�����%EH�/���L�������L���������N�	&"�+�%���
���@��#��H��&
�+�A��#��������	:
��$����/���=(4&
���Q& . 
�	
â?���
��#����������/��&
�J��!
 J�A��#`��.P����#����
�/�%
���#`��&
�
���
���� U���FE

1

10

100

1000

10000

100000

1e+006

1e+007

1e+008

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

exp(0.18*x-2.05)

Avg running time

Avg running time

exp(0.18x − 2.05)

Number of triangles
T

im
e 

(m
ill

is
ec

s)

ß4~��O�C�%�2àOîOá2âJ�C�2�K�C�C�C~T�k�M��~�zN�2|Oñz©�î0© �O�K|��0�U��Ô)�X|�¨
�C���)��~��"}�}Ty±�0~�����~��C�C�C�0��~6����ð
��|O�K�Uâ*�������0|Oñ`���C��©�î0©�ð G �0�����>&"�K(M��&
�?�A��#�.]��#� U���
���?��.
��!
#, WÜ> [����$���#�����&
 §�L���������J(V����&����
�
!
���L��Z���')(*�H$����
��#%�������lô
$�#���!"�
�`��.D#%���
�
�� 6T�L�
&
��#���<+ 0�B�
�����%'±�����Q&�(V����&¨u�ø+ ����
�����`��.
��&
�J�%�� 0�J����Z��B'
#%���"$����
$H.]#��� Ñu
!>���@ô
!�E G &"�=��
���#%��$��J#�!
�
�
���
$
���� 0�f.]��#;������&m$�#���!
�m���;�
�����	����� r ����$�:T�L��������s4���mnD��$�!
#���u�øAE,�
����������:8��i�!C��#����;¬
�J��.4�	&"�H�C���%�0��&
�%(V�;��&
�H��_��O���
���B���9���*$�#��%(V��&
��.�ô�3¨��_�� r ø^½�u
�l� Å v�½ øA��s	E G &"���
#����
����������#�!
�"�
���"$+���� 0�J���¨����"&
��#��+ ����
���I��.�u�ø�ø��	#L�F���
$����������=���A��!
�=v�E��;&
��!
#��%�k.]��#����� �:
�C��#��������D' . 
�	
âW�%��¤����X���
���,�I.]��(2 0���������L�������
�
�X�����L!
��&U�I 0���
���FE
Y5�3�����L�=��&"�K(¶���5nD��$�!
#L�3u�u�&
�%(���&
�3 WÜ? 2 0����&
���@$����
��#�:

���������
#���$�#���������
������@.]��(*��#�����#����
�=������&
�@����$���#�����&
 §#�!
�
� r ���l�
6T�L�
&
��#���<U ����
���W��.Jô�!���#��9���
$������%s�E G &
�5 eÜ> l 0����&
���m���%��#����
(4����&m�`����#����
��¬
�����������,���
�%�����
���=��� . 
�	
âB'B�������%�����"���
$Uu��`����#����
�b'
���
�,��
�������!C�������f¬
�
�
�;���,���"�	�� U���)�L����!
�������,(V����&mu�u/����#����"�%E
n"��#/�
#%�������������k�
#����
���� 0�%'±���
�� U���=(V����&3���+���A���
�2�>#����������
:

���
���©�� 0��!
���H��.?���� ��U#�!"�
�
���"$N��&
�© WÜ? � 0����&
���[���
�1��&
���
�������3�	&"�=����$���#�����&
 Ï(4����&
���¨�S���A������¬
�������� ���.�#%�� 0��'�#L���O��#������
$
��&
���A�����`������!
��������.]��!"�
�����+.L��#%EXY5�����B
����L����$A��������&
���`�L�	#b���	��$��
���,#�!
�
�
���
$f�	&"�J.]�������%(4���
$f��_B�A��#��� 0�c�����S���2�?.]!
���C��!"�����J��.Su�ü��
#�������:T(W��#����f 0�B�"����� r ��&
�S�%�� 0�S�����W!
�����f���5w�u
!��A.���# . 
�	
â`���������bs	E
nO��#P������&0 ����
���9'%(*�V#�!
����&
�J eÜ> � 0���	&"�B�0.]��#/�I���� ��4��iB!C���
���
Ó��	�� 0���S��&
� . 
�	
âJ#�!
�
�
���
$f���� 0��'"(4&
��#��3Ó�3¶v�´ÛÚ^´«��´�½�½�½�´cu�øAv�Ú^'
��&
���m�������M���"�N#�������#��m��&
�H��!
 J�A��#J��.4��#����L�	#����
�bE G &"�H#�����!
�����
��&"�K(���&C���`.]��#0Ó�3�u�øAv�Ú^'�(*�����
�%�������� ��"#��K
��� 0�������`�K
���# . 
�	
â
���¨u�øAï r u�ô�sC��.D��&
�? 0���
�����bE G ���"���?Ú+��&
�%(4�4&"�K(���&
�?��!
 J�A��#
��.I����#����
�>��&C���"$����S(4���	&1Ó�.]��#+��.]��(� 0�B�
�����%E G &
���c����!
 0�@.]��#
Óz3mø��L&
�%(V�4��&
�?��!
 J�A��#V��.k�L��#����
�4���
�%�����
���,��� . 
�	�âBE
³9õ����"��y@|OñIßk�
���C|Oz�~��C�3òH�C}T�BðIY5�`&C�	
��4�������0��&D���X��&
�4#�!
�":
�
���
$5���� 0�,��./�	&"�N eÜ> ã����$���#����	&" Ñ���0��_B�A���
�������F���9ENY5�=�����
:
�
!"�c�������	���L���h��&C���h�L&
�%(J'���&
��!
$�&C'���&C���h���h���k�
#%�� U���������������S�O��������#



�0�B�
��� «P��#���� G #���� ¤ø v Ú � u
! ��v !�Ú u�v
� v��
! ��u�v u�øAv�Ú
���� 0�A�
����¤ u��
! v�ø�Ú ��u ��ø ÚAô ÚA� ÚA! ÚA� Ú�ø ��� ��Ú r ���
�%s�
����#�� v
��ø ÚA�
� ��Ú ��Ú ��Ú ��Ú ��Ú ��� ��� ��� ��v ��u ��u��_���#�!
�
� !�Ú u�v�Ú � � ü ü ü ü ü ü ü ü ü�
������� �
�
! u�øAu�v !�� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��Ú ��Ú ��Ú
#��A�Q�C��#� ü�v u���v � � � ü ü ü ! r ���
�%s
��������:Qu�E�v u�øA��v v�øAô
! � � � � � � � Ú � r ���
�%s

âW�
{C}T�3èOá�ö��Cz@{X�B�H|Oñ`�����%~��C�+�C��~��C�����K�C�C���"�����}©�î0©�å*����|O�k�C~T�C���"ñÛ���B�,Ó���~�z����0���C� . 	�
�â=�%�C�)��~Tz���ð

11

11.5

12

12.5

13

13.5

14

14.5

15

15.5

1 10 100 1000 10000 100000 1e+006

N
um

be
r 

of
 s

eq
ue

nt
ia

l s
tr

ip
s 

ob
ta

in
ed

÷

Time (millisecs)Time (millisecs)

N
um

be
r 

of
 S

eq
ue

nt
ia

l S
tr

ip
s

ß4~��O�C�%�0àOàOá�âJ�C�0�)�CzU{X���?|OñD����Ð)�C���)��~��"}k�����%~��C�S|O{C���"~��C���
{)y¨���C��{C�%�
�C�b��¨%�
�C�@¨%{X|O�C�C�©zN�B���C|)���C�����%�B�"���B�0�
�0�%�C�@¨
�C~��C�N��~�zN�3~��C�B�K���"������ð
��&C���3�H6T�
#�!
���V.]��#�����<>���B!
 0��#%���������C'K�L&
�%(V���
$>�	&D���D��!
#P.�����&
�� 0:
���
$`#�!
���I���C&
��$�&"���>��ÕA��������
��*���J�
#�!
�
���
$/�B�Q�
�
���C�������%�K����� G ���"���>��E

�����
��� � !
�
�
���
$ G �� 0� r  ��bs d/���
���4
����L������� WÜ>   k#�!
���>nO��#����  eÜ>   k#�!
���>nO��#����u u�ü ��ô�u
! u�u�v
! v�ø�øA!�v�u
!v ��ü üQøAô�� !�v�ÚA! ��Ú�øAu
!�u�v� ��� ��ô�� vQÚA�
! �QøAü�ô����Ú ü ü���Ú �
�
� Ú�øAv�����ø� �
� v�u�ÚA� v����
� u�ø;��u�ü
��ø
! ��ü u��
!�u v�ü�u
! !�ô
���
��Úü �
! u�ü��
� v��
��ü ����ÚAu�u
!
� ü Ú�Ú�ø ÚA!�v v�v�ü�v���uô � ô
!�ü ÚAü�� ��!�v
!
��üuQø ÚA! u���øA! �����
� ü�u
!�u
��Ú

âW�"{C}��MéOá[òH�C�C�C~T�C����~Tz��M�"�C�®�)�Cz@{X�B�©|Oñf�C|)�C�����)~T�8¨
~����B�5{)y|©zî|©¶�"�C�@{C�%�C����¨KñÛ|O�%����zN�B���C|)�@|O��u�ø�äB���C�k���%��å
z�|)�C��}���åW���
�b�}�0~����M��ø5���%~T�
�C�O}�����ð
tF�m�	&"�H��_��O��#L�� 0���B���;#����A��#������m���U.���#%'k(*�f���
���l���
�
�������m��&
�

6T���B������<H.�����&
�� 0���
$H#�!"����'C�Q�
�3�
���3�
���/�A��#�.]��#L Ï���/���� 0�A���
���B��:
(4���L�BEkt9�H��&
�S.]!
���A�C���A��#%'�(*�S#����A��#��*���f��_B�A��#��� 0�c�����W��&C���*�L&
�%(
��&
�*��ÕA�����C��.D���
�
���B���
$/��&
�W.�����&
�� 0���"$/#�!
���*���� 0�A���
���B�9(V���������
�
�������`��&
�I��ÕA�c���k��.±!"�����"$`�	&"�X���
��:T�L��#������������k���`�� ��"#��K
��I��&
�I���%(*��#
�A��!
�
�CEhY1&
�����4���0���� ��4���������X��&
��#��4(?���/�*�
�������������
���4�� ��"#��K
���:
 0���B�%'b��&
�4#�����!
�����X(*��#��4�
���X�
#%�� U��������'b���?��&
�4��_B��#%�*���� 0�V�L�O�����
�����A��#�.]��#� 0���"$���&
�+ 0��#��@���"

���
�����N.�����&
�� 0���"$�#�!
������(?���J�
���
�
������#� 0���"���,�	�0�A�?(*��#���&,���4���, 0�����4���������bE

5. PATCH OPTIMIZATION IN FTSGp ���"������&
��#�!
�
�"���
$N�	�� 0���+��.>��!
#+���"�	�� 0��Z���������������$���#�����&
 0�
$�#��%(ã��_B�A���"�c�����9��������(4����&¨��&
�= 0�B�"���W����Z���'D�	&"���������¨���
�����A�
���
�"�������J�	�/#����9������
������>�L U������ ����
����� r .]��(*��#C��&C���,u�ø�ø/��#��F���"$������%s�E
Y5�S&C��
��/�"��
��������A�����4 0����&
���f��.h¼±È�·8ÁR�+ÂQ¼^·8º]Þ�º]ÿLÈB·Tº]Â�À������������K(

���
�3�	�N��#%���
����Õl�L�O������.]��#+���"�	�� U�������F�¨(4����&
�����	&"���
#%���������B�Q�
. 
�	
â>�L�B������ UE
Y5�3��!
�������
�U�	&"�3 0���	&"�B�1&
��#���ElnD��#����%'*(*�3!
�L�3��&
�Ý6T�C����&
:

�A���������
$�<;����$���#�����&
 ���. . 
�	
âP���V���"�K�����f���?���"�����9���������h��.���#����L�	#����
�bE
G &
���C'*�Q���c��#��
���"$����¨�;�
#���:8���A������¬
������!
��:8��Õ¨����Z���'WÓ±')(W�+�B�Q�	��:
$���#���Z��H��&
�H����#����
�;�������Ý6T��&
��#��	<©���
�÷6T�����
$�<3�L�	#L���
�bE G &
�H�����
$
����#����
�J��#��>¤����
�J���V���%'B�
!
�V��&
�>��&
��#��V����#����
�J��#��>#���$�#���!
�A���=���B���
�����
�"�c�������;���� 0�A���
�����	� r 6T�C�����Q&
����<As�E)t9�J��&
�W$�#���!
�"���
$S��."��&
��#��
����#����
�%'�(*�`�
���
���S�Q�����K(��C������&"���I�����A������ 0�`�F��#�$���# r ���+��!
 J�A��#
��.k��#��F���"$������bsh��&C���N�`!
����#�:8���A������¬
���=�	&"#�����&
�����C'��¨E G &
���C'������Q&
�C�����Q&+���*.]���+����������&
�`���
���� 0��Z����������@�Q��$���#�����&
 r !"�����
$�Õ
��Ö���×`��#
 WÜ? WsA���?���� ��"!
���4�����X���
���� U���
����#����
��¬
�����������DEh�/�(�Ï���"��#����������%'
��&
�4 0����&
�B�@�������K(4�X���
�4���?$����X�������L��#S���
�0����������#X���f���0���
���� 3���
������!
�������CE
�÷��#�!
���9���P�C��#��?���5�	&"���f�Q��$���#�����&
 £���?��&
�0$�#���!"�
���"$,��.*��&
��#��

����#����
�/���B���H�C������&
���/��.P�A��!
�
�
���3����Z���E*Y5��&D�	
��J��_B�A��#��� ����������
(4����&��F(*�+ 3������ �����&
���
�`.]��#`�
�����
$0��&
���%'����
�?�C�Q�����,���m�S���� �:
�
���� kn p ����$���#�����&
 r ���
�
���
$����
\����������;�� U�����W����#����
��!
�������W��&
�
��&
#����L&
�����{� ���/#������Q&
���Cs/���
�3���"�J�C�������U���2�>�
#�����#����	��Z����2���
:
�
#��A�Q��&C'����f(4&
����&f(*�/$���
��S�
#���.]��#����
���S�������
�
���
$;��&
��#�����#W����#����
�
�
!"#����
$0��&
�?�C������&,$�#L�K(4���
$^E
³9Ô)�X�B�%~Tz����)����ðXY5�*#%���J��_��O��#��� 0���B���D���J��&
�*�L!
�����*��.Cu�ü��P#�������:
(*��#����;�A������$����C���± ����
�����D!
�����;����w�u
!Q�FE)t9�;!
�����
$ . 
�	
âB'���&
�W�L�	#����
�����
���������C���������H���
�������H(?���*�
���%���
�����H���=�Q�I���J.]�B��!"�*��_B����!
����
������
���,��&
�?��ÕA�c������
����
�����`��.C�	&"�>¼
È�·TÁ��fÂQ¼^·Tº�Þ;º]ÿ�È�·Tº�Â�À,����$���#�����&" 3E

1000

1010

1020

1030

1040

1050

1060

5 10 15 20 25 30

"greedy"
"prioritized"greedy

prioritized

N
um

be
r 

of
 S

tr
ip

s

Strip Cut−Off Size

ß4~��O�C�%�5àOæOá,âJ�C�5���O�B�%�"�O�5�)�CzU{X���,|OñS���K~T�����%~��C���)��ðU���C�
�����%~��1���C�F¨K|�ã���~6���5ÓBð
Y5�4¬"#����X!"�����@�W�C������&+����Z��4�A��!
�"�0��.;�í3���øf�Q�
�0 0�����L!
#����

��&
����!
 J�A��#>��.I�	#�������#����
�>���
�%�����
���@!
�L���
$=
"��#�����!"�>����#����@��!
��:T��Õ
����Z����%'�Ó�E� h����&l��&
�5$�#������
�©�D������&
���
$¨ 0����&
���a���
�l��&"�@�
#���:
��#�������Z����3 �����&
���¨��#��J�	���L���c�2���
�3�c�� ��D��#����CEInD��$�!"#��=u�vS�L&
�K(4�
&
�%(¨��&
�V��!
 ;�O��#P��.A����#����"�P

��#L�����P(4���	&0�	&"�V����#�������!
��:T��ÕH�L��Z���'OÓ±'
.]��#I��&
�`�F(W�?�"��ÕA��#������X�D���	�Q&+$�#��%(V���
$� 0���	&"�B�
�bEhtF�I��������#��������"�
��:
���������D��&C���D��&
�*�"#�����#�������Z����; 0����&
���;&C���D��&
�����


�����%��$��W�K
���#D��&
�
$�#������
�U �����&
���CE�n"��#>��&
�0.]��#� 0��#> 0����&
�B�D'A��&
�U�	
���#%��$��0��!
 0:
�A��#X��.O�L��#����"�X�
����#����������X 0���
�������
���������������X�	&"�V�L�	#L���0��!
��:8��ÕH�L��Z��
���
��#����������bEJY1&
���5��&
�0��!
��:8��ÕN�L��Z��0#������Q&
���f��øA'^(*�0���
�%�����5��&
�



�A�����@�	
���#%�Q$��,��!
 ;�O��#+��.+u�ø�ø�øAE�ü�'I(V&
����&©���{!�½�ü
ïR.]��(*��#+��&C���
��&C���I���
�%�����
���+��� . 
�	
â;�������
��Ekd/�����`��&C���I��&
��#��`���I
���#L�	!D���������
�
�
��������#��
���
���>�� 0�
#��%
��� ������4.]��#�Ó��lv�øAE
¡/�K(*��
���#%'B.]��#4�	&"�>�
#�����#�������Z����= 0���	&"�B�D'���&"�H�	
���#%��$��>#L!
�
�
���
$

���� 0�S���"��#����������W.]#��� §v
!�Ú;�	�;ÚAv�ø;���������"�
�W�O��#W 0�����������f��#��9���
$������
(4&
�����	&"�?�L�	#L������!
��:8��ÕU�L��Z������"�c#L�B�Q�����`.]#��� Ñ�/���@��øAE G &
���`�����
�A����_��A�����	���D'
�����"���� 0��#��J����#����
�0��#��J�
#��������������CEWd/��
���#���&
���������%'
��&
�3�O���L�@���"��(*��#����5�	
���#%��$��3#�!
�"�
���"$����� ����5�Q#����L�������`��.>��&
�
�%�� 0�0��#��
��#%E G &
���? 3��¤��c�?���>#������L���C���
�������=�L���fÓ|3�� ���5��&
�
.]!
��!
#L�>��_��O��#��� 0���B���bE

eD�����Q&=�L��Z�� «0e G p �	#����
� G �� 0� r �%s
. 
�	
â u�E�v�ÚA��ü u�ø^ü�v�E�ü u�ÚAE��v�ø u�E�v�����ô u�ø^u�ô�E�v v�����E�üv�� u�E�v���u
! u�ø�øAô�E�� v�ü�ÚAE�ü��ø u�E�v�v�ô�ô u�ø�ø�øAE�ü ÚAu�ô�E�!��� u�E�v�v
��v ô�ô�ÚAE�� u�u�u���E��Ú�ø u�E�v�v�ü�� ô��
��E�ô ��Ú�øAv�E��ÚA� u�E�v�v
!�v ô���ÚAE ø !�ô�ü�ü�ü�E�u

âW�"{C}��HêOá�âJ�C�H�X�B�%ñÛ|O�%zN�
�C���H|OñX���C�+�C�"���%�N|O�C��~Tz�~6�B�
��~T|O�
�C��~��C�N�C~6ãX���K���)�0�C�
���b����~6���3{X|O�C�C�C��ð
d/��_B�%'4(*�5����!
�"��&
�%(o��&
�5�A��#�.]��#� U���
���5��.J��!
#m����$���#�����&
 



�Q#������W(4����&f�	&"�/�C������&f����Z��/�A��!
�
�D'��2'�.]��#W

����!
���W#%���
$����
$J!
�"��:
.]��#� 0���f.]#��� Ñv�ø+�	�+ÚA��E G &
��¬
#��L�4�F(W�0������!
 0�
�`��� G ���"���q!S�������
��&
���	
���#%��$��4
���#�����_��O��#I��#��9���
$����`#%������� r «0e G sX���"�0��&
����
���#%��$��
��!
 J�A��#?��.*�L��iB!"���B���9���X����#����"�%'^�A����&5��.*(4&
����&��
����#��������U������&
�
�C�����Q&5����Z������
��#������L���%E G &
�0���������"�5#��K([�����	&"�0�K�Q�
���0�����L���?��&
�
#�����!"�����J.]��#J��&
�H��#���$����D��� . 
�	
âBE G &
�+��&"��#��N������!
 0�N��� G ���"����!
���������W�	&"�/#�!
�
�
���
$J���� 0�/��.)�����Q&H#�!
�H���H���������
�
�W�O��#* 0�����������H��#���:
���
$������%EXY5�?���Q�,�L���?��&C�Q�K'k���`��&
���C������&��L��Z����O��!
�
�����"��#����������%'
��&
�?#�!
�
�
���
$0���� 0�?�����,$�#��%(M��_B�A���
�������F��������E

1000

1005

1010

1015

1020

1025

1030

1035

20 25 30 35 40 45

Avg num of strips

Avg num of strips

Patch Size: No. of Triangles

N
um

be
r 

of
 S

tr
ip

s

ß4~��O�C�%�làOçOá�â��C�l�)�Cz@{X�B�¨|AñH�����%~T�C�N�C�B�B�K���"�����N�"�N���C�
�C�"���%����~a���3{X|O�C�C��~��C���%���
������ð

6. CONCLUSIONY5��&C��
����
��
��������A���@��&
��¬"#����>��_h�����>���
���� ���Z����������5 0����&
�B�"�
.]��#����
���� ���Z����"$U��&
�=��!
 J�A��#;��.4��#�������#����
�������+�C��#������	�����
���
$@��.
����#��F�Q�
$�!
�9���	���m ����
���9E��*!
#J��_B�A��#��� ��������J���� ��C�Q#����N��&
�H#�����:
������
��0 ���#���������.*�F(*�, U�����1���"�
#��A����&"��� ö !
�L���"$m�J���� 0 0��#����F������B����$���#;�"#���$�#%�� 0 0���
$@�C���Q¤
��$��N���
�m!"�����
$©�+��!
������ 0:8�K��������#����
�
#%���"��&
:Q���
�
:8�A��!
�
�l����$���#�����&
 UE;Y5�+&C��
��U�������,�����	��$�#b���	������&
�
���
���� ���Z����������; 0����&
���
�P�������S��&
�V�
#%�������������±n GJp"q �L�B�L���� �������#�:
�
��#������
#��K
����
�+!
����#��=�;��#%���
��:8��Õm�A���F(W�c����#�!"�
�
���
$��	�� 0�@���
�
���
���� 3�Q�����F��E
�I�;��&
�*��&
����#�������������.]#������K'K(*�*&C��
��*�����%���"������&
���;��&
�*���� 0�
����_B:

���F�>��.±��&
��Ó�: pKG � t�e��0 kt ¢ t GVó �
#����
���� 3'��L&
�K(4���"$`��&C���k���k���Cd0eA:
���� 0�
�����	�����
�����"��(*��#����
$©��i�!
�����������m�A�������m���1õ�E � ���L����$��C���

���Ýu�ô�ô���E G &"�= 0���L�������	#���$�!
���
$5���A���2�
#����
���� Ñ���0���5�
#��%
B���
�
�����+�
������#���
B�9���I���
�
#L�K_��� U��������������$���#�����&
 §���"�´ø���#W���������%���
�����L&
&C��#��"�
�����4��.4���
�"#��K_��� U���"�������9�H#�����!"�����%E
�f�%ú)�C|��0}����C�O��z����)����ðVY5����&C���
¤f��&
�?��&"#����f���
�����B 0��!"�4#���.]:
��#������J.���#J�A�����������
$U��!
�J����
���#%���*����#�#������������"�,���
�N U��¤����"$3��!
$�:
$������������
�J��&C���J�� 0�
#��%
����N��&
�H�
#����������%���������N��.V��&
�H�C���A��#%EHY5�
��&C���
¤,�U��#������0¡/�����0.]��#X#���������#��Q&��
������!
�L�������
�%'%���L�O�����9�������J������&
�
�
��
��������
 0�����V��. . 
�	
âBE

7. REFERENCESw�u��9ùfEB�/¤���������')e^E�¡0�����O��#����9')���
�mª>E) h!
#��"�%EA�����A���� WúÄûb�
�Me^#���$�#b�� ®��� p
q t�ªX��
��������O��#EÎ � G �������A�%_5�Vª>')u�ô�ô�ø^E

w�v��S¦>E)�UEB�/#�¤����D')�3E�¡/�����D')õ�E p E) WEh��������&
�����F'h���
� p E p E
p ¤������C��EB¡0�� 0���������
�9���,��#��9���
$�!
�9���������
�`.]��#4.������4#����
�
��#����
$AE
üPº]»LÇ±È�É&ýkÂ�Þ`¼^Ç�·mY]')u�v r ô�s�� ÚAv�ô ö Ú�Ú�ÚA'hu�ô�ô
!�Ew����+�4E) WEh W��#��A��#%'B¡0E�¡/!
&
�C���"�C����E;éE �ê�ë�ë��
&������C�Øø
ø�(4(4(JE $����� UE !
 0�CE ���
!´ø����������	��ø�i�&�!
���FE

w Ú�� � E) V��#�: ó ��&�!
�C�0���
�m�4E q ������ U���CE G �� 0��ø p �C�����?��#%���
����ÕA�
.]��#4�A�����B$����, 0����&,#L�c�"�
��#����"$AEv\<ýiþªh
¹9È�À"»�YcPI¹9ÈQ¼;��Y�'
u�� r v�s���u�ÚAu ö u���v�'hu�ô�ô
!�Ew����+�UE)�3Eh�k&"�K(;E)�*�
���� 0��Z���� q ���� 0�c��#����k�� ��"#������������,.]��#� ������:T���� �� � ���
�"��#����
$^EBtF��UX¹	Â�ÁRY2u�¤�¤(¤òüPº]»LÇ±È�É º�ÿLÈ�·8º]Â�À�ÿ ���Q'
�
�DE)��ÚAü ö ����Ú^')u�ô�ô�ü�Ew�!���Õ
��Ö���×±�B&��	���C��ø
ø�(4(V(;E ������$AE ���� �ø��
#L�B�
!"�c����ø����
����_Nø�E

w�ü��+�UE)ªX����#����
$AE q ���� 0���	#L�H���� 0�
#������L�����DEBtF��UI¹9Â�ÁRY
§�u�P"P(¢_\VU��íÿ ����'B�J�4� �C�� 0�
!
����# q #%���
&
�����4�/�
��!C���
�C���
.]��#����
��� p ��#������%'��
�CE)u�� ö v�øA')u�ô�ô���Ew����Sn`E�¦X
"���
�4���;���FEN	�

���������
&������C�Øø
ø�(4(4(JE ���%E ��!
�������CE ���
!´ø	���L�	#����A��ø�E

w�ô��Sn`E�¦X
"���
�b' p E p E p ¤������C��'h���
�,�0EB«S��#���&"�
����E)�*�
���� 0��Z����
$
��#��9���
$����>�L��#����
�4.���#V.L�����4#����
�
��#����
$AEBt9�/u�¤�¤(¤òüPº]»LÇ±È�É º�ÿLÈ�·8º]Â�À
ÿ ��
]UI¹9Â�Á�¿�¿LÃ�º�À
ýK»L'��C��$����;��u�ô ö ��v
!�')�*�c�%Ehu�ô�ô
!�Ew�u�ø�� ¢ E)õBE q !
���C���b')õ�E�¦SE�¡/��#���&��A�c#L$���#%')õ�E p E) WEh��������&
�����F'h���
�
õBE p E p �
�B�������
¤)E��/�
�
#��%_��� U�������"$��A�����B$����"�;���
�
�L!
�O�"��
����L�����"�4(V����&, 0���
�� J!
 7�����
¤f�C����&
�%ENu	À"·T¿K¹�À"È�·mY���Y
ýkÂ�Þ4¼^Ç±·aY9PI¿LÂ�Þ�Y2\D¼�¼^É^� r ÚAs��V�
��� ö ÚAu���')u�ô�ô���Ew�u�u�� p E q !
 0&
�����N���"�=Y[E p ��#%������#%E � �����)���� ��?���� 0�
#������L�����,��.
��#��9���
$����> 0����&,�����"�
��������
����9��EBtF��UI¹9Â�ÁRY�§@uEP~P(¢_\cU
� ÿ ����'
�;�V� �k�� 0�
!
����# q #%���"&
�����4�/�"�B!D���*�C���
.]��#����
��� p ��#������%'
�
�DE)u���� ö u�Ú�ø^')u�ô�ô
��Ew�u�v��+�UEB¡/�����CEB¦Ij0���������;���
�,#������9���
���?�	#��9���
$�!"�F���������,��.
�A�����B$����"�%EBt9��UX¹9Â�Á�YcýkÂ�Þ4¼^Ç±·aYcPI¹	ÈQ¼;��º]Á�»~u	À"·8¿�¹QÀ
ÈB·aY���������'
�C��$����z!���� ö !�ÚA��')õc!
�
�fu�ô�ô
��Ew�u����+õBE)�"Î � ��!
#�¤���'h�3E�Z/!CEi��ç� ��Eè@�=úÄûb�
.]���C��ø
ø�$�#����
�"���FE ������E �� 0����&CE ���
!´ø��
!"�´ø����� 0�
$����� UE

w�u�Ú��SY[E p ��&
���B�"��#%EB¦I J�A���
�
���
$0�
�F���D��#V$�#%���
&
�4���,��&
�?$�#����CE
tF��UI¹9Â�Á�Y���»L·&\<ýiþ0+F§�u�\Vþ §�$bÞ4¼
Â�»�Y��Sº]»�Á�¹9¿�·8¿z\VÉþý�Â�¹Qº]·m��Þ;»�'
�C��$����;u��
� ö u�ÚA��')u�ô�ô�øAEw�u����+ VE p �A����¤� U���
�m���
�mõ�E p �
�����B���
¤hEB¦>�����f�	#L�F���
$����?����#����
�
.]��# G tFdÝ����#�#%�����, 0���
�����bEBt9�/UI¹9Â�Á�Y���·a�¯ýkÈ�À"È�Ã�YcýkÂ�À%Ð�Y
ýkÂ�Þ4¼^Ç±·aY9PI¿LÂ�Þ�Y]'B�D��$����;v���ô ö v�Ú�ÚA'hu�ô�ô�ü�Ew�u
!��9Z0E�Z/�F���"$A')�UEB¡/�����m���
�mõ�E p Eh WE)�0�����Q&
�����9EBnP�����;���
�
��ÕA��������
��?�L�	#����
��¬
�����������,��.k�A�����B$����C���)�L!
#�.������? 0�B�
�����%E�tF�
\<ýiþ §@$bÞ4¼
Â�»�Y�u	À"·T¿K¹9È�Á�·8º,'�¿����ÚPI¹9ÈQ¼v��º]Á�»�')u�ô�ô�ô�'��C��$����
ü�u�:Qü
��'hv�v�ÚAE


